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Vorrede. 



W enn auch die Wissenschaften in steter Ent- 
wickelung begriffen sind und namentlich die Mathematik 
zu ihren Wahrheiten stets auf neuen Wegen zu gelangen 
oder dieselben auch als besondere Fälle höherer Gesetze 
aufzufassen sucht, so sind doch einzelne Disciplinen im 
Grossen und Ganzen. als abgeschlossen zu betrachten, so 
dass z. B. Niemand erwarten wird, es könnte die Lehre 
von den Kreisfunctionen mit ihren Anwendungen auf die 
Trigonometrie in nächster Zeit eine wesentliche Aende- 
rung erleiden, selbst wenn die mathematische Forschung 
einen ungewöhnlich raschen Aufschwung nehmen sollte. 
Eben so haben auch die Arbeiten der Mathematiker in 
einem höher liegenden Gebiete, welche bereits länger als 
ein Jahrhundert andauern, hauptsächlich durch Jacobi's 
Leistungen, eine so krystallinisch feste Gestalt gewon- 
nen, dass sie auf lange Zeit einer wesentlichen Umge- 
staltung zu widerstehen scheinen. 
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Wir glauben in der That, dass wenn auch der Ein- 
gang zu Jacobi's Thetafunctionen von verschiedenen Sei- 
ten möglich ist, doch das Gebäude schon so fest geord- 
net erscheint, dass Jeder sich schnell orientiren wird, 
der bereits einmal in das Innere eingeführt worden ist. 
Das vorliegende Buch macht nun keinen weiteren An- 
spruch, als ein Führer zu sein in die Rechnung mit den 
Thetafunctionen, unbekümmert darum, ob es auch noch 
viele andere Wege dahin giebt, die vielleicht auch noch 
andere Gesichtspunkte eröffiien, auf Gebiete, die in weiter 
Feme liegen und deswegen eine wohlbekannte Anzie- 
hungskraft ausüben. 

Der Verfasser beabsichtigt mit seinem Buche mehr 
das Können, als das Wissen seiner Leser zu fördern, 
und verfolgt also recht eigentlich praktische Zwecke. 
Die Mechanik, die Astronomie und die Physik fordern 
von der Mathematik die Lösung bestimmter Aufgaben, 
und unser Buch soll zeigen, wie man, nach dem Vor- 
gange Jacobi's, mit Hülfe der Theorie der Thetafunc- 
tionen viele derselben leichter und vollständiger zu lösen 
vermag, als dies bisher mit den bekannten Eechnungs- 
operationen möglich war. Er betrachtet die Thetafunc- 
tionen als ein neues, noch wenig bekanntes Instrument, 
dessen Handhabung zuerst studirt werden sollte, ehe 
man es gegen ein noch neueres vertauscht, mit dem in 
vielen Fällen nicht mehr als mit dem alten geleistet 
wird, besonders dann, wenn man dieses gut zu führen 
versteht. 

Jeder Lehi-er weiss, dass Schüler einer Wissenschaft 



am besten gefordert werden, wenn man sie zunächst in 
einen Gedankenkreis von übersichtlichem Umfange ein- 
weiht, und ihnön Gelegenheit giebt, durch Ausführung 
vorgesehriebener Operationen sich ihres Besitzes bewusst 
zu werden. Das nicht sehr alte „exempla plus prosunt 
quam praecepta" wird in neueren Lehrbüchern sehr häufig 
vergessen. 

Die erste Anregung, die vorliegende Arbeit zu über- 
nehmen, gab uns vor längerer Zeit ein Heft über die 
Theorie der elliptischen Functionen, welches Herr Dr. 
Borchardt während seiner Studienzeit in Königsberg nach 
einer Vorlesung Jacobi's ausgearbeitet hat. Wenn auch 
in diesem Hefte ein anderer Ausgangspunkt gewählt ist, 
und die Wege, die. eingeschlagen worden sind, so wie 
selbst die Ziele, die erreicht werden sollten, wesentlich 
andere sind, als in diesem Buche, so darf doch nicht 
unerwähnt bleiben, dass uns die Kenntniss dieses Hef- 
tes, Velche wir der freundlichen Gefälligkeit des Herrn 
Dr. Borchardt verdanken, von grossem Nutzen gewesen 
ist. Ausserdem haben wir mit Vortheil für unsere Arbeit 
eine Inaugural-Dissertation des Herrn Professor Schröter 
in Breslau : „De aequationibus modularibus^ studirt und 
an mehreren Stellen, namentlich im fiinfben Abschnitte 
der Anwendungen, die verdienstvolle Schrift des Herrn 
Dr. Dur fege: „Theorie der elliptischen Functionen^ be- 
nutzen können, das erste in Deutschland über diese 
Lehre erschienene Werk. Noch glauben wir erwähnen 
zu müssen, dass die wichtige Formel (2.) pag. 101 sich 
bereits in einer Abhandlung de$ Herrn Professor Riche- 



f 



VI 



lot im 50sten Bande des Crelle'schen Journals findet, 
wenn sie auch dort auf ganz andere Art abgeleitet wor- 
den ist. 

Besonders dankbar sind wir aber Herrn Professor 
Weierstrass, dass wir unser Buch mit einigen Blättern 
von der Hand diesep berühmten Meisters haben zieren 
dürfen, denn der dreizehnte Abschnitt der ersten Ab- 
theilung rührt unmittelbar von ihm selbst her. 

Bei der Eedaction des ganzen Werkes und der ein- 
zelnen Rechnungen haben wir uns der Beihülfe einiger 
junger talentvoller Mathematiker zu erfreuen gehabt, die 
uns gestatten werden, hier unsern Dank für ihre Hülfe 
öffentlich aussprechen zu dürfen. Zunächst ist H^err 
Dr. Wemicke zu erwähnen, der die Gorrektur des gan- 
zen Werkes übernommen und ausserdem auch für sty- 
listische Sauberkeit und Ordnung in der äussern Aus- 
führung gesorgt hat. Er und Herr Dr. E. Schnitze 
haben ausserdem auf meinen Wunsch den zwölften Ab- 
schnitt der ersten Abtheilung aus dem grösseren Werke 
L^gendre's mit gehöriger Umsicht entnommen, da ich 
selbst keine Wesentlichen Verbesserungen anzubringen 
wusste, ohne wichtigere Glieder in ihrer Entwicklung 
zu beschränken. 

In §. 2 hat hauptsächlich Herr Worpitzky den 
Nachweis geliefert, dass die Grösse fi aus den Gleichungen 
reell hervorgeht. Die numerische Rechnung in §.61 ist 
von Herrn Dr. Harprecht ausgeflihrt worden, und eben 
so haben die Herren Dr. Bachmann , Dr. Teichert , Dr. 
Kretschmer und Studiosus Biermann mehrere numerische 
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Rechnungen übernommen, die von wesentlichem Nutzen , 
für mich gewesen sind, auch wenn viele derselben nicht 
unmittelbar in das Buch mit aufgenommen werden konn- 
ten. Allen diesen jungen Mathematikern, und ganz be- 
sonders den Herren Dr. Schnitze mid Dr. Ejretschmer, 
spreche ich nochmals fiir ihre vielfachen Bemühungen 
meinen aufrichtigen Dank aus. 

Schliesslich haben wir uns noch über die Benutzung 
einer gewissermassen nm^ scheinbar neuen Bezeichnung 
zu rechtfertigen. Es sind in dieser Schrift durch die 
Zeichen 

f(^). 9{p). Kx) 

Functionen von x ausgedrückt worden, welche Jacobi mit 

)/Fsinaiii(— jt); y ~cosam(— <ii); :^-Jam{—x) 
und Gudermann etwas kürzer mit 

Yksn{^x); ^cn(^x); Jfdn(^^x) 

bezeichneten. Für diese Functionen wurden später von 
Briot und Bouquet in ihrer ,jThdorie des fonctions double- 
ment periodiques* die Zeichen 

,_ /wa?\ ,/& /'vi}x\ 1 fo)x\ 

i^^\2il> Ivf'kJ-^ j^f^W 

benutzt, in denen 4Ä' durch co ersetzt worden ist. Wir 
haben aber in dem vorliegenden Buche selbst keinen 
Werth auf den Gebrauch der Buchstaben /, g^ h gelegt, 
die eben so gut durch drei andere ersetzt werden kön- 
nen und überhaupt keinen typischen Charakter bean- 
spruchen sollen. Wer übrigens nur einen oberflächlichen 
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Blick in unser Buch wirft, wird leicht begreifen, das» wir 
uns der älteren Bezeichnung unmöglich bedienen konnten,' 
ohne den Formeln eine ungeschickte Breite geben zu 
müssen. Ausserdem haben wir auch geglaubt, uns wegen 
der altem Bezeichnung keinen Zwang auferlegen zu 
dürfen, weil dieselbe doch nicht fähig gewesen ist, dem 
Algorithmus eine wesentlich grössere Geschmeidigkeit 
zu verleihen. 

Berlin, im März 1864. 



K. H. Schellbach. 
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Erster Abschnitt« 

Begriff der elliptischen Integrale. Ihre Re- 
duction auf die Normalform. 
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je Elemente der Integralrechnung lehren das Integral 

f{x,y)dx 

in welchem f(x,y) eine rationale Function der Veränderlichen a? und y 
bedeutet, und y eine Wurzelgrösse von der Form 

ya + fcic + ca?* 

vorstellt, algebraisch oder mit Hülfe von Logarithmen und Kreisfunc- 
tionen berechnen. 

Auf eine ähnliche einfache Weise lässt sich auch das Integral 

f('^>yyz)dx 

angeben, wenn die Veränderlichen y und z zwei Wurzelgrössen von 
der Form 

ya-^bx und ]^a'\-ßx 
bedeuten. 

Wenn aber im ersten Falle y eine Wurzel von der Form 

}/a + ^^ + c^* + dx^ + ^* 
vorstellt, oder im zweiten y und z die Ausdrücke 

'^a+bx-\-ex* und "^a-^-ßx-^-yx* 

bezeichnen, welcher zweite Fall, durch Rationalmachen der einen Qua- 
dratwurzel, leicht auf den ersten zurückgeführt werden kann, dann 
reichen die Kreisfunctionen , die Logarithmen oder Exponentialgrössen 

1* 
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nicht mehr aus, um die Natur dieser Functionen welche elliptische 
Integrale genannt werden, erforschen zu können. Zu diesem Zwecke 
eignen sich nur die neuen Gebilde, welche unter dem Namen der Ja- 
cob i'schen oder der Thetafunctionen in die Wissenschaft eingeführt 
worden sind, und ihre Entstehung einer Erweiterung des Begriffes 
der binomischen Reihe verdanken, während die Logarithmen, die Expo- 
nential- und Kreisfun clionen mit Hülfe dieser Reihe, in ihrer einfach- 
sten Gestalt, leicht und vollständig entwickelt werden konnten. Wenn 
nun auch der Entwickehmgsgang der Wissenschaft der Zeit nach that- 
sächlich ein anderer gewesen ist, und die Mathematiker erst auf diese 
Gebilde, von denen man schon mehr als ein Jahrhundert lang Kennt- 
niss hatte, durch das Studium der Integralrechnung wieder aufmerksam 
geworden sind, so erscheint doch diese Auffassungsweise den Lesern 
eines Buches gegenüber gerechtfertigt, welche in die Rechnung mit 
den Thetafunctionen ebenso eingeführt werden sollen, wie sie bereits 
in die Rechnung mit Logarithmen und Kreisfunctionen vollständig ein- 
geweiht sind. 

Ehe wir aber die Lehre von den Thetafunctionen ausführlicher 
abhandeln können, ist es nothwendig, vorher eine Vorstellung von 
den wichtigsten Eigenschaften der elliptischen Integrale zu geben. 
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§. 2. 
In dem allgemeinen elliptischen Integrale 

f{x,y)dx 

lässt sich die Wurzelgrösse y, unter welcher wir den Ausdruck 

verstehen, immer so umformen, dass das Polynom nur die geraden 
Potenzen der Veränderlichen x enthält. Um dies nachzuweisen, wollen 
wir annehmen, dass durch die Substitution 

das Polynom bereits die Gestalt 

y = yjS(i5* + 2a»* + 46»-|-c) 
angenommen hat. 

Bezeichnen wir das Polynom unter dem Wurzelzeichen kurz mit 
F(ä), so ist 
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Föhren wir nun wieder statt z eine neue durch die Gleichung 

bestimmte Veränderliche x ein, so lassen sich die Gonstanten X und 
fi so bestimmen, dass in der Entwickelung die Goefficienten von x^ 
und x^y sowie von x^ und x^ einander gleich werden. Der Goefficient 
von x^ ist aber offenbar in der Entwicklung von F(z) = F(l-\'i^ 
nur F(X) und der von a?* ist /«*; ferner sind die Goefficienten von a?' 
und x^ entsprechend 

n^' und fiF{X)==ifi(l' + aX + b). 

Daher hat man zur Bestimmung von X und fi die Gleichungen 

(1.) (x*+a + ^)*-(a-\-^y-^2bX + c = f*< 

(2.) Ä» + a + | = /t'; 
folglich liefert die Gleichung 

(3.) (a+~y-26A-c = 

den gesuchten Werth von X und die Gleichung (2.) das zugehörige ju. 

Es ist nun zunächst nachzuweisen, dass die Gleichung (3.), welche 
als cubische zwar stets einen reellen Werth fllr X liefert, diesen auch 
so bestimmt, dass er, in die Gleichung (2.) eingesetzt, fi* positiv 
macht, also auch fi reell ergiebt. 

Fasst man die linke Seite der Gleichung (3.) als Function von X 
auf, setzt also 

a + j) — 26A — c, 

so ist, wenn man mit o) eine unendlich grosse Zahl bezeichnet, 

1^(0) = '■\'(o und !//(+ w) = +6w, 

also hat die Gleichung 

ip(X) = 

immer eine reelle Wurzel X^ , welche mit 6 gleiches Vorzeichen hat, 
so dass für diese Wurzel 

ist. Zieht man nun die identische Gleichung 



6 Erster Abschnitt. 

von (3.) ab, so bleibt, wenn man mit 1 — r- dividirt. 



(4.) (^+2« + |-)^ = -26A. 

oder wenn man nach (2.) 

(5.) X]+a + ^ = fi] 

setzt, 

(6.) (^- + a + jj^)={^a + ^J-j-f.]. 

Ergäbe sieh nun fi\ aus (5.) positiv, so wären für X und /i 
zwei reelle Grössen A, und f^^ gefunden. Machte aber X^ das ^J 
negativ, so würden die beiden andern Wurzeln l^ und l^ der Glei- 
chung (3.) oder der Gleichung (6.) beide reell gefunden, da -y po- 

sitiv, also — T~f^] ebenfalls positiv sein würde und die Grösse 

' l, ^• 
entschieden reell wäre. 

Diese beiden Wurzeln X^ und ig liefern aber ein positives fi\ 
also ein reelles fi; denn setzt man 



M^) 



a+ 2X~ = ^ ""^ y'l*- 26X, = Jlf, 



so findet man aus (4.) 



| = -L±Jlf 



2x,;i = — i+itf. 

Mit HUlfe dieser Gleichungen ergiebt sich aus (2.) 

Es ist aber 

{L + 2X\y = M' + a\^\ 
folglich 

Da nun juj negativ ist, so ist die Wurzelgrösse kleiner als Jlf, also ju* 
stets positiv und (i reell. 
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§. 3. 

Nachdem wir uns jetzt überzeugt haben, dass die Constanten l 
und fi stets als reelle Grössen bestimmt werden können, führen wir 
in y die Substitution z = l'-\-fix ein und erhalten so, mit Rücksicht 
auf (1.) und (2.), 

Setzt man nun 

1 + t 

SO wird 

und 

y = j^^ia + 2ße + Yt\ 

wenn man die Bezeichnungen einführt 



/? = £(2a+y) 



Ist nun das Integral 



§. 4. 



Jfi^y y) dx 



zu berechnen, in welchem f(x,y) eine rationale Function von x und 
y, und y eine Quadratwurzel aus einem Polynom vierten Grades der 
Variabein x bedeutet, so lässt sich zunächst f{x,y) unter der Form 
darstellen 

'^ '*'' Ä + Sy ~~ R + Sy R-Sy 

_ PR-QSy ' (QR-PS)f J_ 

~ Ä'-sy ■'' Ä'-sy ■«/' 

yio P, Q, R, S ganze rationale Functionen von o; sind. Der erste 
Bruch auf der rechten Seite «Ueser Gleichung, sowie der zweite, wel- 
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1 

eher als Factor von — erscheint, sind beide rationale Functionen von 

y 

X und mögen durch X und Y bezeichnet werden. Dann erscheint 
das vorgelegte Integral als aus den beiden Theilen 

zusammengesetzt, von denen sich der erste nach bekannten Vorschriften 
integrlren lässt. 

Wenn man im zweiten Theile die Substitution des §. 3 benutzt, 

So wird Y eine rationale Function von t statt von x, und das Diffe- 

dx 
rential — erscheint unter der Gestalt 

y 

dt 



Ganz in derselben Weise wie vorher f(x,y) zerlegt wurde, lässt 

sich auch Y in zwei Theile 

T+tT^ 

auflösen, in denen T und T^ rationale Functionen von t^ vorstellen. 

Das Integral 



/v 



T^tdt 



lässt sich, wenn man <* = a? setzt, nach bekannten Methoden auffin- 
den. Es bleibt also nur noch übrig, das Integral 

T.dt 



fi 



zu berechnen. 

Durch Zerlegung in Partialbrüche lässt sich Tin Glieder von der Form 

A 



f«\»» 



und Bi^"^ 



auflösen, wo a auch imaginär sein kann. Man hat sich also nur 
noch mit den beiden Integralen 

y ^^"* dt r dt_ 

ia + Ißi" +^ "^ y (a — t'Y ]/« + 2ßt* + yf * 
zu beschäftigen. Diese Integrale nehmen itir <* = a?, wenn man 

ax-{-2ßx*-{-yx^ = q){x) 
setzt, die Gestalt an 

/'x*^dx , /• dx 

i(p{x) J (a-r- x)* i(p{x) 
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von denen die erste als ein specieller Fall der zweiten betrachtet wer- 
den kann, wenn man nämlich a = und n negativ annimmt. Es 
bleibt daher nur noch das letzte Integral zu untersuchen übrig. 

8. 5. 
Um diesem Integral auf seine einfachen Elemente zurückzuführen, 
kann man folgende allgemeine Reductionsformel benutzen. Nach dem 
Taylor'sehcn Satze ist für 

a — X = ii 

q>(x) = (jp(a-il) = ()p(a)-^5P'(a)+ 21 9"(«)-3T<W ^''' 

Ferner 

d.A^yq>{x) 
dx 

Integrirt man diese Gleichung, so wird 

(1.) 2A^yy(^ 

Da 

q>(x) = ax-{-2ßx* -\--yx^ 

so verschwindet q>^^(a) und daher enthält die rechte Seite dieser For- 
mel (1.) in diesem Falle nur die vier niedergeschriebenen Glieder. 

Aus dieser Formel ergiebt sich sogleich, dass man, wenn X eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet, jedes Integral von der Form 

*A^dx 



/; 



^tp(x) 
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I 



berechnen kann, wenn die drei Integrale 



/; 



dx 



y^R' 7}/^ 



y^Adx r 

')la>(x) ' J j 



dx 



Ai^ix) 



bekannt sind, denn man braucht in dieser Formel nur A = 0, +1, -— 1, 
-1-2, — 2,... einzusetzen, um sich von^ der Richtigkeit der Behaup- 
tung zu überzeugen. 

§. 6. 

Die letzten drei Integrale sind einer weitern Umformung föhig,. 
und zwar lässt sich das erste derselben, oder auch das Integral 

*^ dx 



u 






^x(a + 2ßx + yx^) 
stets auf ein Integral von der Form 

•*' dx 



/6' 
1 



/ }/a!(l-a!)(l-<J(r) 

zurückführen, in welchem der Coefficient d immer ein positiver echter 
Bruch ist. Denn wenn zunächst die Coefficienten a, /9, y sämmtlich 
positiv sind, so führen wir durch die Gleichungen 

i+l/T^ 

yx' Vz 






oder 



('■> *(/^+/^)"=i 



yx 

eine neue Veränderliche z ein. Differenziirt man die erste dieser Gleichun* 
gen logarithmisch, so findet man 

d^ dz 

X 



z 



]/r 



Aus Nr. 3 ist sogleich 



-J + ya^=(__2)]/«y. 



Bezeichnet man daher 



i 
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(^■) <)/^+/^y=i 



4 



(^■) *(/^ + 1/^)"= F- 



so wird, wenn man wieder x statt x schreibt, da bei dem bestimmten 
Integrale der Integrations-Buchstabe ganz willkürlich ist, 

(6.) 1 n^ ' d x 

2feJ l/x(i-<i-i[i-:|^]x) 

Wenn nun ß kleiner ist als ^ay, so hat jetzt u in der That die vor- 
gescbriel)ene Form angenommen. 

Ist aber ß grösser als l/ay und man ersetzt x durch { — x, so 
verwandelt sich u in 

•^-«' dx 



(7.) 1* = 



1 />^ 



erscheint also wieder in der Gestalt (JY.), die wir als die Normal 
form bezeichnen wollen. 

§. 7. 
Hat man aber das Integral zu reduciren 

** dx 



=/ 



/ ix{a + 1ßx-Yx') 

in welchem die Coefficienten o, /?, y, sämmtlich wieder positive 
Grössen sind, so nimmt zunächst das Trinom unter der Wurzel für 

die Gestalt an 

L(8-ß^ya>){8 + ß-yx) ' 

und für yx=^{d'\-ß)z verwandelt sich u^ wenn man die Grenzen 
noch unbestimmt lässt, in 

dz 



-h 



Schreibt man hier wieder \—x statt ä, so erhält man 



iy 
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dx 






wenn 



^- |/..(l^a.)(l-i[l+j» 



a'==l--^ und 6'=1-^^ 



Da /? < d ist, so hat das Integral die Normalform bereits angenommen, 
sowohl wenn ß negativ als wenn es positiv ist. 

$. 8. 

Die beiden Integrale 

/* dx r ^ dx 

„ yx{a + 2ßx + yx') ""^ ^^ ix{a + 2ßx-yx*) 
lassen sich also stets auf ein Integral von der Form 

'b' dx 



f 



/ >/a;(l-a;)(l-(Jaj) 

zurückführen, in welchem d ein positiver echter Bruch ist. Alle übri- 
gen Fälle, welche durch die Verschiedenheit der Zeichen und nume- 
rischen Werthe der Coefficienten a, ß, y auftreten können, lassen sich 
aber auf diese beiden Integrale zurückführen, wenn man den Integra- 
tionsbuchstaben mit "^ 

X 1 

— x oder -r- oder — 

X 

vertauscht. Es wird dem Leser keine Mühe machen, sich von der 
Richtigkeit dieser Behauptung zu überzeugen, wenn er alle einzelnen 
Fälle, mit Rücksicht auf diese Behauptung, untersucht. 

§. 9. 

Weun man 

x{\ — a?)(l — da?) = \^{x) 

setzt, so ist also das erste der drei Integrale in §. 5. auf die Form 
gebracht 



r dx 

J l/xD(x' 



und bildet, in dieser Gestalt, die erste Gattung der elliptischen 
Integrale. 

Das zweite Integral 



! 



,( , 
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/-. 



zerfäiit, wenn a und y entgegengesetzte Zeichen haben, durch die 
Substitutionen des §. 7. in die beiden 



Jf, 



dx , /* xdx 

und 



/; 



Haben aber a und y gleiche Zeichen, dann wird durch die Substitu- 
tion des %, 6, wenn man N. 1 durch N. 2 dividirt 



(1) 0:1/-^= ' 



oder 



«/i 



also zerfällt das Integral in drei Integrale von der Form 

1 

Das erste wird cjurch die Substitution is = — leicht auf die Form ge- 

' . X 

bracht 

xdx 



f- 



}/tp(x) 

und bildet die zweite Gattung der elliptischen Integrale. Das zweite 
ist ein elliptisches Integral erster Gattung und das dritte oder 

dz 



/: 



»^^(1— da) 

wird nach bekannten Methoden berechnet. 
Das dritte Integral in §. 5 

dx 



A 



(a — x) l/a?(a*+ 2ßx + ya?') 

niormt wieder durch die Substitutionen im §. 7, wenn a und y ent- 
gegengesetzte Zeichen haben, die Form an 

dx 



A 



(b — x)}fx(\—x)(l'-dx) 
Sind aber a und y mit gleichen Zeichen behaftet, vo verwandelt 

man den Factor 7 durch die Substitution (1) leicht in 

6 — 0? ^ 
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wodurch das vorgelegte Integral in die drei andern 

dz , ^ /* dz . ^ r dz 






zerfällt, von denen das erste die dritte Gattung der elliptischen In- 
tegrale bildet, das zweite zur ersten Gattung gehört und das dritte 
nach bekannten Methoden berechnet werden kann. 

§. 10. 
Wir sind also jetzt zu drei wesentlich voij einander verschiedenen 
Grundformen der elliptischen Integrale gelangt, die sich nicht mehr 
in einfachere Bestandtheile zerlegen lassen. Ersetzt man in ihnen x 
durch a;', so nehmen sie die Formen an 

r dx ^ r x^dx 

*/ }/(l-a:')(l-ÄV) ' */|/(l-a;')(l-ÄV) ' 

dx 



A 



(a-a?V(l-a?*)(l-ÄV)' 

in denen k kleiner als 1 ist und a jede beliebige auch complexe 
Grösse sein kann. 

Zieht man das zweite Integral vom ersten ab, so erhält man das 
Integral 



/ 



dxi\ — 



x' 



l/l— äV 

welches gewöhnlich als Normalform der zweiten Gattung betrachtet 
wird. 

Legendre, der Schöpfer der Theorie der elliptischen Integrale, 
führt in diesen drei Integralen sin 9) statt x ein und erhält so die 
Formen 

/ * dg) f sin y ^ dy /* d(f 

l/l-Ä^siny' ' •/ yi~*'siny^' •^(l +«sing)*)}/l -Ä'sinjp*' 

Multiplicirt man das zweite Integral mit ä' und zieht es vom ersten 
ab, so bleibt der Rest 

jd(p^\ — Ä"sinqt)* 

welchen Legendre als die eigentliche Normalform der elliptischen Inte- 
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grale zweiter Gattung ansieht. Dieses Integral, durch welches die 
Länge des Bogens einer Ellipse dargestellt wird, hat dieser ganzen 
Klasse von Functionen den Namen gegeben. 
Er bezeichnet ausserdem 

]/l — Äsin'qp* = /lq> 

oder auch J(q>Je)y wenn ausgedrückt werden soll, dass der Werth 
des Integrals auch von k abhängt. Diese drei Gattungen elliptischer 
Integrale werden von ihm auch stets als bestimmte aufgefasst, deren 
untere Grenze und deren obere q> ist, so dass man gewöhnlich unter 
den elliptischen Integralen erster, zweiter und dritter Gattung 
die Integrale 

dx 



r^' r^'^- s\ 



(1 4-wsina;')//a; 

ü ^ ' ' 

versteht. 

Die Constante ä, welche stets kleiner als 1 ist, wird der Modul 
des Integrals genannt und die Constante n^ welche nur in den Inte- 
gralen dritter Gattung erscheint und auch imaginär sein kann, heisst 
der Parameter. 

Die obere Grenze q> nennt man die Amplitude des Integrals. 

Führt man durch die Gleichung 

einen neuen Modul V ein, so heisst dieser der complementäre 
Modul. 

Legendre lässt auch häufig in dem Zeichen J^> den Buchstaben 
(f fort und unterscheidet die drei Gattungen der elliptischen Integrale 
durch folgende Zeichen: 

d(f 



/-Ä = .; f.^ = ., f\ 



^ - (l+wsiny')^^/ 



= n. 



Durch die Zeichen 

F{<p,k); E((p,k); n{(p,k,n) 

wird ausgedrückt, dass diese Integrale nicht nur Functionen der Am- 
/ plitude y, sondern auch des Moduls k und des Parameters n sind. 

7t 

Wenn die obere Grenze der Integrale ~ ist, werden sie voll- 
i ständige Integrale genannt und von Legendre durch 
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n 



n 



n 






d(f 



(l+wsiny')-^ 



= jfr 



bezeichnet. 

Jacobi bezeichnet das vollständige elliptische Integral erster Gat- 
tung mit K und das entsprechende, in welchem der Modul A mit dem 
complementären V vertauscht ist, durch K\ so dass nach ihm 



TT 



n 



f\ "^ -- und f\ ^ ^K>. . 

Noch andere Rezeichnungsweisen, welche Jacobi eingeführt hat, werden 
wir später kennen lernen. 
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ingsweise der Thetafunctionen. 



8. Ji. 

riffs der Potena eines Binoms und ihrer EntwickelnDg. 
Ig eioes Products von n gleichen Factoren 

(i-x)(i-x)...(i-x) = (i-^y 

zen von x fortschreitende Reihe, ist zuerst von 
den, um auch zusammengesetztere Ausdrücke, und 
chsten Kreisfuuctionen , in solche Reihen zu enl- 
e zugleich die Bedeutung dieser algebraischen Ge- 
falle, wenn dem n ein gebrochener oder negativer 
beigelegt wird, und die gleichzeitigen grossen Ma- 
1 diese Gedanken weiter, bis endlich Euler in sei- 
e Anülysis des Unendlichen, welche 1748 erschien, 
ihrgebäude der Änalysis des Endlichen aufstellen 
von Newton und Leibnitz und die Entdeckungen 
und Johann Bernoulli zu Grunde lagen, 
isartigen Werke benutzt aber Euler bereits auch 
rm 

-x){l — xr){\ — xr^)(i—xr')... 
irch ihre Enlwickeluug in Reihen gewisse Eigen- 
zu erforschen, und bedient sich ihrer dann später 
len Untersuchungen. 

er hatte schon Jacob Stirling in seiner Methodus 
I 1730 in London herauskam, bei sehr merkwitr- 
elungen, die wir spSler mittheilen werden, Aus- 

he laUgrale. 2 
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1 dieser Gestall benutzt. Aucb Gauss bediente sich ihrer in 
indlung vom Jahre 1808, und endlich wendete sie Jacobi 
leinem Werke Ftindamenta nova thcoriae functionum ellipti- 
19 zu Reihenentwjckelungen der elliptischen Transceridenlen 
diesen Andeutungen erscheint es gerechtrertigt, eine nächste 
Erweiterung des Newtonschen Theorems in der Entwickelung 
man zu suchen. Wir beschränken uns indessen, bei dem 
eben Rejchthum von Gestalten, welche diese Gebilde anneh- 
;n, in unsern Mitiheilungtn zunächst nur auf das, was in 
e der elliptischen Functionen von Wichtigkeit erscheint. 

§. 12. 
'roduct von n Faetoren der angeführten Art 

(l-x){l-xr)(i-aT')...{l-xr—') 
wir kurz durch 

(«;.■)• 

>liciren die identische Gleichung 
1 — ojrr*-' = 1 — ar"— '-' + a:(l — ar*)r''-~'-' 
dasselbe ist, die Gleichung 

-■-i __ i_ar"-s-i x — r"-' l — ar' r"^'-'— r» 
^~- l — r— ^ 1 — r- ■I"^l-r'+' T^"" 
'roducte der Faetoren an' und 

(r;ry (r;r)"-'-«' 

!tere beide durch 

A, und ■ X„_i_, 
werden sollen. Wir setzen dann in der entstandenen Glei- 
s alle ganze Zahlen von bis n—1 und addiren die er- 
Gleichungen. Diese ganze Operation lässt sich leicht ver- 
nd Übersichtlich, mit Hülfe des Summenzeichens, in folgender 
irUcken : 

— ._ „ — ^ arAsA^-i-t, 



irt man hier auf der rechten Seite von der ersten Reihe 
Glied ab und von der zweiten das letzte, so nimmt sie die 



X 
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rechte Seite dieser Gleichung als eine Function 
ichnet sie durch *p(n), sowie den Bruch auf der 
Q Summen zeichen durch xp{n), so lässt sich diese 

i//(«)v{n-l) = <?(«) 
in lltr fi alle ganze Zahlen von 1 biü n und mul- 
enen n Gleichungen mit einander, so gelangt man 

1).V/(2).V(3).-VW = ?>(»). 
US ist also 



rir) 




" ( 


r;r)' 


inr) 






I.I- 


-im-.l 


— ttxr 


*...! — 


axr-- 


■ 




. 1- 


-r" . 1 


— r*.. 


...1 — 


r" 










. + .i 


-a 1 


— iC. 


..1- 


-xr"-'' 




-r 1 


— r. 


-.1- 


-r"-' 


ö.l- 


-or 1- 


~x... 


l-«r- 


-j 






■a- 


-r- 1- 


-r... 


1— r"- 


■^ 




-a.l 


-»■.1 


-öt" 


l—x 


...1- 


-xr- 


-* 


-r. 1 


-rM 


~r' 


1— r. 


..1 — 


r"-* 




■o... 


l-oi-- 


-1 ]_ 


-'^ 1 .- 


,1-0 


...1- 


-ar"-^ 



r— i l_r ^ l_r...l — r' 
I noch übersichtlicher darzustellen, kann man auch 

{a;ry 
sie die Form annimmt 



X 



5 .v;- **■-"»•■.•■ ■'■■ •■ 
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oder 

{ax)n = a?n + a;aja;„_i + a?'aja:„_2 + ^X ^»-3 -1 h iC'a» . 

§. 13. 

Um die Natur der gewonnenen Formel etwas genauer kennen zu 

ü 
lernen, setzen wir 6a? statt x und — statt a; dann verwandelt sie 

sich in 
(1.) {ax\ = (6a?)«+6a:(~)^(6a?)„_i + 6v(y)^(6ar)„_2 + 

Nimmt man nun 6 = an und multiplicirt die ganze Gleichung mit 
{r;ry^ so ergiebt sich, wenn noch dx mit x verlauscht wird, 

(2.) (x;ry = 1— a:.l— ar...!— ajr"-^ 

— ^ — i IT ^ ~r ni ^71 ^Z«"^^ 1 m IXl — lä — ^ ^ 

1 — r 1 — r.l — r 1 — r.l — r .1 — r 

1— r". ..l--r''-3 *"""" 

J — lUL- r^x^ -^..,-\~r ^ a?". 

' 1 — r...l— r* — 

Für r = 1 erhält man hieraus den binomischen Lehrsatz , da sich 

z für r = 1 in — verwandelt. 

1— D" fi 

Das Zeichen 

(x;ry 

hat auch für ein negatives n einen ganz bestimmten Sinn; denn da 

(3-) i^-^L =i^Jry-' 
also, für n = 1, hieraus 

folgt, SO erhält man aus (3.) für « = 0, — 1, — 2, — 3 . . . die Glei- 
chungen 



y 
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1-- 



y"!') (r-r)-' 






. ^'^-'I 




' r= 






('.■'■)-= (^.,)-., 










'-■? 






(»-•■•)-+■ (^.,W. 




. t'-'^' • 




' r- 






rniel liefert 

1 1 


I 


1 


1 '^ 1 ' 1 


X 


1 " 


r r' 

1 


r' 


' r- 



'(t4)" 

in (2.) n in —n, so erhält i 



)" 



^r.l-H.l-r^ . * -r • 

itt X und dann — slatt r geschrieben wird, i 



l-r"^ 1-r.l-r 



-3,' + ., 



l-r.l — rM — r* 
andelt sich diese Formel in die bekannte Enl- 
:)~" nach Potenzen von x. 
lässt sich auch direct ohne Hülfe des Zeichens 
le Formeln (2.) und (5.) nehmen für r<l und 
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ein unendlich grosses n neue Gestalten an; aber wir verlassen hier 
diesen Gegenstand, der in einem späteren Abschnitte etwas ausführ- 
licher behandelt werden soll, um jetzt unserm Hauptziele zuzueilen. 

§. 14. 

Die Formel (1.) im §. 12 lässt sich jetzt einer solchen Umformung 
unterwerfen, dass man aus ihr unmittelbar zu den Thetafunctionen ge- 
langen kann. 

Wir ersetzen zu dem Zwecke in ihr n durch 2n, x durch — , 

c 

a durch cr~^ und multiphciren beide Seiten derselben mit dem Qua- 
drate von (r; r)^", und erhalten dann 

(r;r)2«(ar4-»;r)^'' 

iEs ist aber 

plll ^ /^.+i; ^)2»-* und P^^ = (^2n_.s+i . ^y^ 

Nimmt man c unendlich gross an, so wird 

-^ (er-' ; r)' = r'(-i— r-»)(~ r»-) •••{\- r'"^-") 

= (-!)' -TT-T- 
und 

c 

Auf diese Weise verwandelt sich unsre Formel in 

Es ist aber 

Multiplicirt man nun noch beide Seiten der Formel mit (— l)" — ;;- 

und nimmt dann rechts die Summe nicht von s = bis s = 2n, son- 
dern von 5 = — w bis s = -\-ny was erlaubt ist, wenn man n — s 
statt 5 schreibt, so gelangt man endlich zu der Formel 



(— ;0 =1- 
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(1.) (r,T)--(ori;r)-(^;r)" 

= ^:. (-1) VI." . »■(r-+.+' ; r)— (r— +' ; r)«'. 
Diese Formel gilt nun für ganz beliebige Werthe von a und r, wenn 
n eine positive (,'anze Zahl ist. Sie nimmt aber eine ausserordentlit^ 
einfache und symmetrische Gestalt an , wenn man r <; 1 und n un- 
endlich gross setzt. Bezeichnen wir dann durch 

{x;r) = \—x.\ — xr''. \—xr'. . . 
eine unendhch grosse Anzahl von FacEoren, wo also in dem früheren 
Zeichen bloss der Buchstabe fortgefallen isl, der diese Anzahl angiebt, 
so erhalten wir, wenn noch —a statt a und r' statt r geschrieben 
und M statt des Zeichens oo eingelTIhrl wird 

(2.) (r';r')(^.r,-,--)(-^;r')= 2Z,a-r« 
oder 
(l_rM_rM-r'...)(l+flr.l+arM+ar^.)(l + -.l+-.l+-...) 

= l+(a+a-')r+(a' + a-^)r'+(a'+a-^)r' + (a'-\-a-*)r"+... 
Ersetzen wir in dieser Formel a durch ar, multipliriren beide Seiten 

mit a^r^ und sondern links den Faktor 1 -| ab, so gewinnen wir 

noch folgende Formel: 

(3.) alri(l + -i)(r';rO(-«r';r')(-^;r') = ^_>'+irt'+*)' 
oder 

^^'- -r\l-r'A-r\..)(l+ar'.i+ar*A+ar*...) 

■(l+~-l + ~l+^'---) 

§. 15. 

Die Jacobischen oder die Thetafanotionen in ihrer ersten Fonn. 
Während die unendliche gcometrisdie Beihe 

1 +x-\-x^-i-x'-\ = (1— a;)^' 

wenn x kleiner als 1 ist, als ein specieller Fall des binomischen Satzes 
betrachtet werden kann, und eine solche Reihe 



. ^Sl' 



*(•+{)('- 
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»+'-(«+i)+K«'+^)+'-<«'+i)+- 

1.1 . 1 — r' 



+ --1 = 



1 — ra . r 

1 

a 



l_.(a + i.)+r' 



als die Summe zweier geometrischen Reihen erscheint und z. B. für 
a = e*' die Gestalt annimmt: 

1— r' 
14-2rcosa; + 2r*cos2a; + 2r'cos3a:4-«»« = r — ^r : — 5-, 

1 — 2rcosa?4-^ 
so sind wir jetzt durch Erweiterung des binomischen Satzes, wenn 
das a in §.14 ebenfalls durch e^' ersetzt wird, zu Reihen von der 
Form gelangt: 

I+2rcosa; + 2r*cos2a: + 2r'cos3aJ + 2r"cos4a?-| 

und 

rcosa? -\- r' cos 3a: 4-r**cos 5a; -}-''*' cos 7a;-}- •• . 
Jede dieser Reihen kann als die Summe zweier geometrischer 
Reihen zweiter Ordnung d.h. solcher Reihen betrachtet werden, in 
denen erst die Quotienten der Quotienten zweier aufeinanderfolgender 
Glieder constante Grössen sind, oder in denen die Exponenten der 
einzelnen Glieder arithmetische Reihen zweiter Ordnung bilden. 

Die allgemeinste Form einer solchen geometrischen Reihe zweiter 
Ordnung würde 

a6c + a6*c* + a6'c' + a6*c*« + ... + a6"c«' 
oder 

(n-l)(n-2) 

sein. 

Unsere bisherigen Entwickelungen haben aber nicht etwa dazu ge- 
führt, einen geschlossenen Ausdruck in endlicher Form für diese 
Reihen aufstellen zu können, sondern sie haben nur gelehrt ein Pro- 
duct von unendlich vielen Factoren in eine solche Reihe aufzulösen, 
obgleich die Formel (1.) im §. 14, welche uns als Ausgangspunkt für 
unsere Rechnungen diente, aus einer endlichen Anzahl von Gliedern 
und Factoren bestand. 

D^ die Reihen (2.) und (3.) nur aus Ghedern von der Form 

(ar'^y und ( — ) bestehen, so convergiren sie oflFenbar, wenn r kleiner 
als 1 ist, für einen ganz beliebigen Werth von a. 
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8. 16. 

Ersetzt man in den Reihen (2.) und (3.) des §. 14. ö durch 
c^^' und schreibt q statt r, so verwandeln sie sich in 

(g' ; q") (- q^'' ' ; «•) (- ?«-'"' ; ql = ^1^ r^ ^''" 

oder 

(!•) (?' ; g')/7;(l +2g2«+*cos2x + g*'+2) 

= l + 2gcos2aj + 2g*cos4a;-|-25f''cos6aj + --« 
und 

2g*cosa:.(g'; g')(- gV'' ; g')(- «'c-^^'; ?») = ^^^^(Hi)^^*^!)^/ 

oder 

(2.) 2^(9' ; 9') cosaJi/^r (1 + 2g^*+^ cos 2a? + 9**+^) 

= 2g*cosa?-| 2glcos3iP + 2gT'cos5a? + '" 
wenn man nämlich immer zwei sich entsprechende Factoren auf der 
linken Seite mit einander multiplicirt und das Ubei^sichtliche und be- 
kannte Productzeichen einführt. Die Reihe auf der rechten Seite der 
Formel (1.) bezeichnet Jacobi, der Schöpfer der Theorie der Thetafunctio- 
uen, mit dem Zeichen (i(x) und die Reihe in Nr. 2. durch 6i(x), Der 
blosse Anblick dieser Formeln lehrt, dass sowohl die Reihen rechts 
als auch die Producte links, stark convergiren, selbst wenn das q nur 
wenig kleiner als 1 ist. 

Wir werden uns also künftig, nach Jacobi, stets folgender Be- 
zeichnungen bedienen 

Q(a?) = 1 + 2g cos 2a? + 2g* cos 4a; + 2g' cos 6a? H 

Q(a?) = 2gi cos a? -f- 2g* cos 3a? + 2g V cos 5a? + • • • 
Sowie man in der Theorie der Kreisfunctionen für die Function 

cosf-^ — xj ein besonderes Zeichen sina? hat, ganz in derselben Weise 

ist man genöthigt, auch für die Gomplemente der Functionen Qa? und 
^a? neue Bezeichnungen zu wählen. Jacobi bezeichnet * 



<f--) = ^a? 
^(Y-^) = Öa?. 



Man hat daher noch die Gleichungen zu beachten 

ö, a? = 2g^ sina? — 2gi sin 3a; + 2q * sin5a? — • • • 
0x = 1 — 2gcos2a?4-2g*co]5 4a; — 2g® cos6a?-^ 
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Die wichtigste Arbeit, der wir uns jetzt zu unterziehen haben, 
besteht darin, die Natur dieser vier Thetafunctionen zu erforschen, 
welche durch folgende vier Formeln characterisirt sind. 

(3.) Ox = 1 — 2g cos2aj + 2g*cos4aj — 2g' cos6a;H 

(4.) d^x = 2gi sin x — 2glsin 3a; + 2g ^^ sin 5a; 

(5.) C^x = 2gT cos X -f- 2g^ cos 3a; + ^^^ cos 5a; -] 

(6.) e^x = l + 2gcos2a;4-2g*cos4a; + 2g^ ■cos6a; + -- 

oder mit Benutzung des Summen- und Productzeichens 

(3.) dx = JS^^ (- 1 ) Y' cos 2sx 

= (g^V)^T(l-V'-*-'cos?a; + g*'+^-) 

(4.) e^x = -2'!:^(-l)'g(*+^)'sin(2Ä + l)a; 

= 2gi(g«;g*)sina;JT^;'(l~2g2*+2cos2a; + g^^+*) 

(5.) ^a; = -2'!:^g(-+i)'cos(2Ä+l)a; 

= 2gt(g'; g*)cosa; 77o"(l + 2g'*+'cos2a; + g*^+*) 

(6.) <?a; = -2'^^g''cos2sa; 

= (g« ; g«) n,^{\ + 2g'+i cos2a: + g*'+2). 

S. 17. 
Das unendliche Product für 6^x ist einer Umformung fähig. 
Offenbar ist 

Qo = (g\-g^)77o"(l + 2g2-^+i + g*'^+2) ^ 1 ^2g+2g*4.2g« + ... 
und mit Hülfe dieser Formel geht (6.) in §. 16. über in 

Der Bruch unter dem Productzeichen ist aber, wenn man 

g = e-" 
setzt und den Bruch mit e^^s+i)^ erweitert, 

g(2^+i)y j^ e-c2^+i)v 4- 2 cos 2a; _ cos(2j?4-l)n + cos2a; 
e(2.^+i)»' _}. e-(2.+i)v _|. 2 " ~" .cos (2ä + 1) n + 1 

___ cos (a; 4- (^ + j) ^^0 ^QS (a; — (;y + j-) vi) 
cos (ä -f- ^)n . cos (« -}- i)^* 
Vermöge dieser Zerlegung lässt sich Q(a;) so darstellen 

fl^ fi^Jxrt^ cos(a;4-(^ + i)n) 

-*" cos(Ä + i)n 

Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser Formel, wenn man 
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bedenkt, dass das erste Product, in welchem s die Werlhe aller ganzen 
Zahlen von bis w annimmt, nach der Zerlegung des Bruches in 
zwei Factoren, 2ct>4-2 Factoren enthält, und das zweite nur 2w-j-l- 
Man muss also zu diesem letzteren Producte noch den Factor 

cos(a> + i)n "" 1— e-C2«+^> " ^ 

hinzufügen, damit es dem ersteren gleich wird. 

Wenn man sich die Factoren niedergeschrieben denkt, so erkennt 
man sofort die Identität 

also in unserm Falle, wo w nnendhch gross angenommen wird, 

^co cos{x+(s + i)vi) _ e-''^ « cos(a? + U— j)yi) 
-« cos(s + i)vi e'"" -^ cos(ä — ^)h 

Ersetzt man daher in dem zweiten Producte für Qa; das s 
durch s — 1, so muss der Factor vor dem Producte nicht c'^, sondern 
c"~'^ heissen. Es muss ferner noch bemerkt werden, dass man in 
einem solchen Producte, in welchem dem s alle ganze Zahlenwerthe 
von — 0) bis 4"^ beigelegt werden, offenbar stets — s statt -\-s 
schreiben darf. 

Nachdem wir jetzt zu der Formel 

^= aoe»' n-' cos(a>+(.-f j)»'0 

~^ cos(5 + -i)n 

= l + 2gcos2x + 2g*cos4a; + 2g^cos6a;-l 

gelangt sind, so wollen wir zunächst aus ihr eine zweite für 6x ab- 

leiten, indem wir x durch -^ — x ersetzen. Wir erhalten so, wenn 

s — 1 statt « geschrieben wird, 

^ -^ cos («4-^)1/* 

= 1— 2g cos 2a? + 2g'* cos 4a; — 2qf® cos 6a? -| — 
für a? = wird 

In 

do^^oe'^ /7ü^tang(Ä4-|)vt=l— 2g+2g* — 2g'*+... 
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daher 

ex = eoe-^^n^ sm((. + |)n-a:) 

oder auch, da offenbar ö(— x) = d{x) ist, wie man aus der Reihe sieht, 

-~*^ Sin {$-\-^)V% —(a\J^ 

Wendet man dieselben Mittel der Transformation auch auf die 
Functionen 6^ x und O^x an , so erhält man folgendes Formel- 
system : 

(1.) ex = öo^-n'" sin(a; + (.+^>0 
^ ^ -« sin(s + ^)v» 

(2.) e^x= ^0 /7-^i!!K^!?2l 



COS. svt 



(3.) ^x = ^0 n^ ^<^<^ + svi) 
^ ^ -<o cos svi 



(4.) 6ix = Qö6- n^ cos{x + {s + i)vi) ^ 
^ ^ -" cos(Ä + ^)j/i 

Man überzeugt sich leicht, dass diese Producte convergiren, wenn 
man die Rechnung mit den mittelsten Factoren beginnt, und zwei 
gleichweit von der Mitte entfernte Factoren zusammenzieht 

Aus §. 16. entnehmen wir noch, dass 
^0 = und 

^0 = 1 +2g + 2g* + 2g' + ... 

§. 18. 
Drückt man durch das Zeichen d(x,v) aus, dass die Thetafunctio- 
nen zugleich von x und von v abhängen, und setzt in den Reihenaus- 
drücken dieser Functionen v — ni statt v, so dass sich q = e^^ in 
qni-y = ^e-^ = —q verwandelt, so ersieht man aus den Formeln 
des §.16 sogleich, dass 

(1.) d(x,v-m)^6i(x,v) 



in 



(2.) ^(x,v-m) = e*^(x,v) 



171 



(3.) ^(x,v-m) = e* (i(x,v) 

(4.) ^(x,v—m)=^e(x,v) 
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§. 19. 

Die zweite Form der Thetareihen. 

Die für die Thetafunctionen aufgestellten Reihen sind mit Hülfe 
der Fourier'schen Reihe einer Verwandlung fähig, welche wir vor- 
nehmen wollen, nachdem wir uns die Form dieser Reihe auf eine 
leichte Weise wieder in s Gedächtniss gerufen haben. • 

Wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet und m und s ganze 
Zahlen zwischen —w und -\-n sind, so ist der Ausdruck 

1 sin(»i — s)7t 
2n4-l . (m—s)7c 

2n-\-l 

stets Null, so lange s von m verschieden ist; nimmt aber den Werth 
1 an, wenn s = m wird. Es ist daher, wenn q) ein Functions- 
zeichen bedeutet, 

n \ ^f '"^'^ \ ^^ ( *^ \sin(wi — Ä)7r 

eine identische Gleichung. 

Setzt man aber 

mn __ 
2/j + l "■ " 

TT TT 

und nimmt n unendlich gross an, so liegt a zwischen — ^ und -\--^ 

und der Bruch - — --7- durchläuft alle W^erthe, welche zwischen den- 

2«+l 

selben Grenzen liegen; daher ist, dem Begriffe eines bestimmten In- 
tegrals gemäss, die Gleichung (1.) nichts anderes als 

^^ ^ ^*^LiL sm(a — 0?) 

Für ein beliebiges ganzes n gilt aber die Gleichung 

sm« "" 

Daher wird 

n 
1 /^ 

(2.) qp(a) = — ^" I 9{^)G0s2s(a — x)dx 
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und dieses ist die unserm Zwecke entsprechende Form des Fourier- 
schen Satzes. 

Vertauscht man in dieser Formel qp(a) mit F(a-f «fr), also 
qp(a;) mit F(x-{-n7t\ so geht sie über in 

n 

F(a + nu) = — 2"^ J F(x + nn) cos 1s (a - x) dx. 



n 
2 



Wenn man also x-\-nn durch ä ersetzt und sich unter n eine 
ganze Zahl denkt, so erhält man 

(3.) F(a + w7r)= — -2^^^ / F{z)(^o^2s{a-:^)dz. 

Substituirt man hier nun noch für n alle ganze Zahlen von a 
bis 6, wo z. B. a auch negativ sein kann, summirt die entstandenen 
Gleichungen und zieht die Integrale in eins zusammen, so gelangt 
man zu der Formel 

2l F(a + sn)= — -S'^^ / F(z)cos2s{a-z)d!6, 

welche für a^= —ia und 6 = w, wenn man a mit x vertauscht, in 

(4.) S'ijix^m) = ~ 2"^^ pF{z)to^1s{x^z)dz. 
Übergeht. 



n 



§. 20. 

Die letzte Gleichung, welche überhaupt eine unendliche Reihe in 
eine andere verwandeln lehrt, kann nun dazu dienen, den Reihen für 
die Thetafunctionen eine andere Gestalt zu geben. 

Nimmt man z. B. für die Function F{z) die Exponentialgrösse 



e ^ 



an, so wird das bestimmte Integral 

e '' cos2Ä(a? — !5)di5 = cos25a? / c »' ito^2sz>dz 

— CÜ —CO 



e ^ sin2ÄÄds5. 



— (O 



Alle Elemente des zweiten Integrals auf der rechten Seite vernich- 
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g und dei' Werth des ersleii, welches allein Übrig 

sn Lehrbuche der Inlcgralrechnuiig bewiesen wii-d. 
gefundenen Weitbe in die Formel (4.) des §■ 19. 

rl beide Seiten mit l/ — , so verwandelt sie sich in 

len Thet^functionen e~* = q gesetzt worden, also 
■\ nach §. 16. 

I.) lässt sich eine neue ableiten, wenn man rechts 

i^"^e~''"'sin2ia; 
nli otTenbar Null ist, da immer ein positives Clied 
en vernichtet wird. Die rechte Seite nimmt dann 

och die linlie Seite der Gleichung mit 

(-l).e-""=l 
wandelt sieh (1.) in 

durch a^— n- "der multipli 

*, so ergiebt sich die neue Formel 

echls s+ 1 statt s schreiben darf. 
ist aber die rechte Seit« diesei' Gleichung nichts 
da man nämlich in der Reihe fUr ^x auch 
,jj g(äs+i).v< ersetzen darf, denn der imaginSre Theil, 
[)onentia]gi-össe eingerührt wird, verschwindet offenbar. 
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Setzt man nun in (1.) und (2.) -jr + x statt x und verwandelt dann 

in allen vier erhaltenen Gleichungen «in — x, so gelangt man zu 
folgenden neuen Reihenentwickelungen für die vier Thetafunctionen : 



(3.) dx = j/^ 2Z^ e- 7«*+«"-*'' 



(4.) ^a; = |/^^^„(-l)'«-7 



,-— C(«-t-i)i-*-)' 



(5.) ^x = l/^^:„(-l)'c-T 
(6.) ^ = -j/ 



(«TT— X)» 

V 






§. 21. 

Die Vergleichung dieser letzten Formeln mit denen im §. 16. 
fuhrt zu sehr wichtigen Relationen der verschiedenen Thetafunctionen 
unter einander. 

Zunächst bringt man die Ausdrücke für (^x in §. 15. und 
§. 20, wenn man andeutet, dass diese Reihen von x und v abhängen, 
leicht unter die Form 






Führt man nun durch die Gleichungen 

(1.) . VI/' = ^* 

(2.) -y-r- = — — oder —r = — und — = — 
yv yv V n v n 

zwei neue Grössen x' und v^ ein, so ergiebt sich aus der ersten Formel 

oder wenn man in der zweiten x mit ix vertauscht, so wird mit Be- 
nutzung von (1.) und (2.) 

X'2 



^y^e"' ^(«»»v'). 
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Nimmt man nun ganz dieselben Substitutionen mit den übrigen 
Thetafunctionen vor, so gelangt man ohne Mühe zu folgenden Formeln 

(3.) ö(w?,y)= y~-c^'(?(a/,yO 
(4.) 6l(ix,v)=^i]/^e^q{a/,v') 

1 7t 

(6.) (i{ix,v)= Vj^e^'^ia/, v'). 

S- 22. 

Vergleich ang der Theta unter einander. 

Die letztep Formeln lehren die Theta mit dem Modul v oder q, 
welches mit dem v durch die Gleichung q = er^ zusammenhängt, 
durch Theta mit dem Modul y' oder q^ = e-^' ausdrücken. Wenn man 
dieses Zeichen einführt, so lassen sich die Formeln in §. 20. so dar- 
stellen: 

eix = 

Qx = 
^^y^'^^i'-'^T-i^ql''^^^^ 

Schellbacb, eUipiUcbe Integral«. 3 
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und daher 

^0= ]/— jl + 29'+29'*+2g'''+29'*«+...j. 

Es lässt sich aber auch jede Thetafunction durch die drei übrigen dar- 
stellen, wenn alle denselben Modul enthalten. Die Formeln (3.) und 
(4.) in §. 16. lassen sich z. B. in folgender Weise schreiben: 

00?= ^^^(-l)«e-''*"-2.9x£ 

wenn man cos2^a; und sin(2«+l)a? durch ihre imaginären Exponen- 
tialausdrücke ersetzt. Der blosse Anblick dieser beiden Ausdrücke 
iBhrt, dass 

ist. Behandelt man die übrigen Theta in derselben Weise, so erhält 
man ohne Mühe folgendes System von Formeln, welches sehr oft be- 
nutzt werden wird und in welchem, der Kürze wegen, 

gesetzt worden ist: 

(1.) ex =ei(^n--x)= iA6i{x-- ivi) = — iA(t{in + rr— |n) 

(2.) eix = €i (^7t -x)= iAO{x — 4 vi) = iAfi (^ti: + x — ^vi) 

(3.) ^x =r ^(^TT — a;) = ilÖ (x - ivi) = A0{in + x — in) 

(4.) ^x = Q TT ~ a;) = A(i(x— ^vi) = AG^dn + x — -^vi). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln und gehörige Be- 
achtung derselben, findet man, wenn m und n positive oder negative 
ganze Zahlen bedeuten und der Kürze wegen 

gyn ^—2nxi __ Jf 

gesetzt wird, folgende vier wichtige Gleichungen 

(5.) e{x + m7€ + nvi) = (-1)» JVÖa: 

(6.) ei(x + m7i + nvi) == (-1)«+'» N^x 

(7.) ^(x + m7T + nvi) = (-l)'»iV^x 

(8.) ^ (a? -f- wj/r + nvi) = NC^x. 



sweiae der TheUfuDCtionen. 35 

;ill auch, wenn man n-|-i statt n schreibt, 
' mit ^ und ^ mit ^ vertiuscht werden. 

+i)'-2(t+i)xi _ JV» 

+ (n-f4)«) = (-l)-+*iV'^a= 
+ (n + i)w) = (-!)"+"+» AF'ÖJ; 

+ C« + OM) = (-i)-JV'«a> 

+ Cn + i)vi)= JV'Qa:. 



;<er Ab§cliiiltt. 

periodischer Functionen aus 
rhetafunetionen. 

§. 23. 
;ln leitea auf den Gedanken, mit HUire der 
tionen zu bilden, welche, wie die Kreis- 
haben periodisch zu sein, d. h. wieder den- 
wenn das Argument x um eine bestimmle 
Offenbar stellt der Quotient irgend zweier 
triodJüche Function dar, wenn die Zahlen m 
I werden. Es ist aber am vortheilhaltesten, 
m wii-d, folgende drei neue Fimctioneii in 



g{x), h{x) sind nun periodische Functionen 
[i'oiliieln des %. 22. fuhren unmittelbar zu 

mn + nvi) = (-irf{x) 
mn + mi) = (— l)"'+"j(a:) 
inn+ mm) = (— l)"A(a!) 



1^ 
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und von diesen gelangt man sogleich zu den Formeln 

(4.*) f(x-{-1lm7t-{-nvi) = f{x) 
(5.) gix-{- 2mn -\- 2nvi) = g(cD) 
(6.) h(x-\- mn -f 2nvi) = h(x) 
aus welchen die periodische Natur der Functionen f, g, h hervorgeht. 

Diese drei Functionen sind aber nicht blos einfach periodisch, 
wie die Kreisfunctionen, sondern sie sind doppelt periodisch, 
d. h. sie nehmen wieder denselben Werth an, nicht nur wenn sich x 
um ein reelles Vielfaches von n ändert, sondern auch, wenn x um 
ein imaginäres Vielfaches von v zu-* oder abnimmt. Sie haben also 
eine reelle und eine imaginäre Periode. 

Die letzten Formeln des §. 21 geben sogleich für imaginäre Ar- 
gumente der Functionen f, g, h folgende wichtige Relationen: 



(7.) f(ix, v) = i 
(8.) g(iXyv) = 
(9.) h(ix,v) = 



: n^. ^) 



g{a^yV*) 

1 

g{x\v') 

g{x\ v') 



wo 



X 



yyf = n'^ und -7- = 



X' 



ist. Die letzten zwei Formeln geben für a? = o sogleich die vier 
fol'Jtenden: 



(10.) 

(11.) 



1 



g(o,'»:>) = — -, r 



(12.) gio,v) = 



9(0 , V) 



(13.) Ä(o,,)=*^ 

welche sämmtlich sehr oft benutzt werden. 

Ausser diesen Formeln ist noch folgendes Formelsystem zu be- 
achten, welches unmittelbar aus den Gleichungen (1.) bis (4.) in 
§. 22 und (1.) bis (4.) in §. 18 hervorgeht: 



SildniiR doppelt pcriodiEcher Functionen aus den Thetarunctioneu. 37 

g(^n—x,v-'in) _ fx 



u»-; 


Al« 


;— iF,v 


=ij)- 


.) <«- 


4)= 


1 




.) «(- 


-t)^ 


.4» 




■) <«- 


-t) = 


= 'f- 




'.) K'±T- 


f) = 


+»5 


.) »(-±y- 


4) = 


+— 


1.) »(-±f- 


4)= 





9 letzten Formeln ist also der Gang der Functionen 
kannt, wenn man ihre Werthe von a; = bis a; = 1« 
denn fllr negative x finden offenbar die Formeln Statt: 
x) = —fx; ff(—x) = gx; k(—x) = hx 
exe Werthe von x lassen sich diese Functionen, wie 
gen wird, in einen reellen und einen imaginären Tbeil 

$. 24. 
i&en der TbelBfunctionen von vocecbiedenen Moduln, 
ein, welche jetzt gebildet werden sollen, sind für die 
icobi'schen oder Thetafunctionen ausserordentlich wichtig 
deswegen eine sehr sorgfältige Beachtung. 
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In der Reihe für (ix sei s und in der für Qy sei a der Buch- 
stabe, in Beziehung auf welchen summirt wird; dann ist 

— w — a> 

Der Exponent von e lässt sich auf die Form bringen: 

Hier müssen s und er die Werthe aller positiven und negativen ganzen 
Zahlen annehmen, so dass i(s-}-o) und ^(s—a) entweder zugleich positive 
oder negative ganze Zahlen oder auch Zahlen von der Form n-{-\ 
sein werden, wenn n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. Hieraus folgt, dass die Doppelreihe für ^x6iy auch durch 
die Summe folgender zwei Doppelreihen dargestellt werden kann: 

4- y!^ yf c-2ii(«+i) V(<T+i)']-2/[(«+i)(x+)')+(ö+i)(x+y)] 

Nun ist aber, wenn man unter dem Functionszeichen den Modul 
mit ausdrückt, sobald er ein anderer als v ist, 

also ist 

Nach §. 22. ist aber 

folglich wenn man 2y statt v setzt, « 

^(x-- vi, 2v) = 6'-'+^'' Q (a?, 2v). 
Ebenso ist 

. ^ (a? — yi, 2v) = c'^+i" (J (a?, 2v). 

Ersetzt man daher in der vorigen Gleichung x durch x — ^vi und y 
durch y — 4n, so erhält man, wenn die so gewonnene Gleichung 
durch e'(^+y)+iv dividirt wird, 

€lx€iy = ^(x + y,2vmx-y,2v)+^{x + y,2v)6i(x-y,2v). 

Vertauscht man in der ersten Formel j^n — x mit x und \n^y mit 
y, so gewinnt man folgende neue: 

dxdy = ei{x + y,2v)ei{x^y,2v)^ei{x + y,2v)^{x^y,2v). 



', ^jssi 
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Statt X und y — ivi statt y liefert diese Formel mit Be- 

bekaiinten Relationen 

^(x + y,2f)^{x-y,2p)-^ix-^y,2v)Ux-y,2y). 

nan in den Formeln, welche wir Itlr die Producte 6xdy, 

iy gefunden haben, u = x-\-y, e = x — y, v statt 2v 

:ht dann u mit x und v mit y, so ergeben sich folgende 

Igen 

Ö(K^ + y),4»')Ö(K^-y),-iv) = ftr%-^x% 

^(K^+y')A*)^(.K<^-y},-i^) = i^^y + ^xfiy 
^ac^+s').i'')^{K^-y),W = «^«y+^^%- 

I ihnen j;c — iE stau ar und ^n — y statt y, so verwandelt 
ht mit Benutzung der Formeln des S- 22. in 

1(i(j'+s),i')i(i(.'-y'),iy) = it'0y + Sxfis 
fl{K':+y),i')iHK'>-y),i') = «««y - to% 
S(K*+ »),i'')«(J(*-s).W = «««? - it'ity- 

jetzt in den Gleit;hungen (5,), (8.), (4.) und (1.) v durch 
I durch X, ^(a! — y) durth y, so erhält man durch Addi- 
bti^ction zweier Gleichungen: 

29(x + y,2v)«(»-y,2v) = ««% + »!!% 
2^(i + y,2»)(i(»-y,2v) = te%-*r9y 
2Q(a: + y,2v)Q(a: — y. 21-) = ^% — öa:öy 
2^(0; -t-y, 2»')^(a: — y, 2v) = ^(ty + dxffy. 

8- 25. 
cielle FHIIe dieser zwblf wichtigen Formeln vei^ienen ganz 
dgende hervorgehoben zu werden; 

(I.) to^= 9(0, 2») 9(2», 2») 

(2.) eixllx= 9(0, 2»)^ (2a;, 2«) 

(3.) 9i«» = M(o,W^(a;,l,) 

(4.) *r8x = ä«(o,i»)«(x,W, 
1.) aus (9.) in §. 24. für y = a; folgt; (2.) aus (6.) für 



^ 
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y = 0, x = 2x und V = 2v; (3.) aus (6.) tiir y = x und endlich 
(4.) aus (3.) f\Xr y = X, 

Aus den letzten Formeln fliessen noch folgende drei andere, 
welche sehr oft benutzt werden müssen: 

(5.) doeio = eiHn.ivy = einn^^vy 

(6.) 6oeio = 0{o,2vy =ö(i^,-Jv)^ 
(7.) «o^o=iQ(o,Jv)». 

Die Formel (5.) folgt aus (2.), wenn x durch {n—x ersetzt, der 
§. 22. benutzt und a? = gesetzt wird, nachdem man 2v mit v ver- 
tauscht hat. Die (6.) ist die (1 .) für o? = und ebenso folgt (7.) 
aus (4.). 

§. 26. 
Für y = folgt aus (4.) in §. 24 

eioG^x+e^oeix=:e^{ix,iv)\ 

Nach (1.) in §.25 ist aber 

dodx^e (ix, iv) q (ix, iv). 

Der Quotient dieser beiden Gleichungen liefert; 

(1 .) 7iohx-\-gogx = h (|a?, ,}t'). 

Auf dieselbe Weise folgt aus (1.) in §. 24 

1 

Das Product dieser beiden Gleichungen giebt 
(3.) ho'hx^ — go^gx^=^l. 

Für y = giebt das Product der beiden Gleichungen (9.) und (10.) 
in §. 24 

eio'dx^—do'€ix' = id{x,2vy6i(x,2vy. 
Nach (3.) in § 25 ist aber 

20{x,2v)^(x,2v) = eiofix. 
Daher ist 

eio'dx^-0o'eix' = (to'etx' 

oder auch, wenn man mit do^Ox^ dividirt, 

(4.) }io''-hx^ = go'fx\ ' 
Für a; = erhält man aus (3.) 

(5.) Äo*_^o*=l. 



7 
/ 
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it ho'' und addirt das Product zu (d.), so 
benutzt, 

ko^fx' + gx* = go\ 
1 andern (4.) und (3.) 
o'fx^ + htr' = ho* 
«^hx* — go''gx'~ \ 

der ganzen Theorie. Multiplicirt man (6.) 
teht das erste Product vom zweiten ab, so 

o^hx' — ho'gx' = fx^. 

%. 27. 
Sleichungen (10.), (11.), (12.) im S- 24. 
.uf der Stelle folgende drei Formeln: 



y)9{'»-y» = 



■^_ hxhy — i 
hy-\-hx 

')'(-»'^')=^- 

ende vier Formeln ab: 

m Producte der Formeln (5.) und (8.) in 
i. 25 berücksichtig!. Um (5.) abzuleiten, 
§. 24 mit einander multipliciren und (2.) 

benutzt man die Formeln 

j.« — x) = ^x 
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Kl-^)=E 



2 / hx 

ist. Für ^n — x statt x folgt dann aus (5.) 

und wenn man auch in (4.) x durch \n — x ersetzt, so ergiebt sieh 
noch 

(6.) öo'^^ = Ax'-,.7j/-. 

Mit Hülfe von (4.) und (6.) in §. 26. verwandelt man nun leicht die 
rechten Seiten der beiden Gleichungen (a.) und (6.) so, dass die For- 
meln (6.) und (7.) erscheinen. 

§. 28. 
Benutzt man die Formeln (3.), (4.), (6.) im §. 26, so erhält 
man sogleich, wenn man in dem Producte hx^fy^ erst fy durch hy 
und dann kx durch fx ausdrückt 

ho'hx'^hx'hy' = go'ho'fy^-^go^fx'fy' 

und wenn man ebenso mit gx^fy^ verfährt, so wird 

go^gx^ — gx^gy^ = go^ho^fy^ — ho^fx'fy\ 

Subtrahirt man diese Gleichung von der vorhergehenden, und wendet 
(3.) und (5.) in §. 26 an, so gelangt man zu der Formel 

(1.) fx'ff^gx'gy' + hx'hy' = l 

welche die drei wichtigen Formeln (3.), (4.), (6.) in §. 26 als spe- 
cielle Fälle in sich enthält. Denn für y = o ergiebt sich aus ihr (3.); 
für y = ^n ist , 

^n qo n . n \ 

also verwandelt sich die (1 .) für diesen Werth von y in N. 4. Für 
y = ^n — ^n ist nach §. 22 

^fvi n\ ho /vi n\ i ./vi n\ 

also erhält man für diesen Werth von y aus (1.) die N. 6. 

§. 29. 

Die AdditioDstheoreme für die Functionen f, g^ h, 

Mutliplicirt man die Formeln (9.) und (11.) in §. 24. mit ein- 
ander und setzt der Kürze wegen aj-f-y = «, X'-'y:=u, so er- 
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48(t, 2v) ^(», 2v) d{u, 2v) ^{u, 2v) 
= ea:^{%' — Öy*) + Öy%(^3;' — Öx'). 
.) wird ober fllr y = a; 

^*'-Öa:' = 2§(0,2».)(i(2a:,2v). 
diese Formel und die N. 1 iu S- ^^ 
eix^x) = d{<i,2v)B(2x,2y), 
lan, wenn 2v, 2x, 2y entsprechend mit v, x-\-y, x — y 
erden, zu der Formel 

ixdy^y = do^o{d(x + y)^ix-y) + d(x~y)^(x+s)\. 
der Formeln (10.) und (12.) liefert auf eine ähnliche 

x^(ts==eo^0\9(x-^y)^{x-y)-~e{x-ymx + y)\. 
schung von x mit ^n — x geben- diese Formeln die beiden 

ixOy^y = do^o\fiix^y)i(x-y) + ^(x-y)^{x + y)] 
ixßyfly = eo^o\^(x-]'y)^(x-y)-^(x-y)ei{x + y)\. 
man die Gleichungen (3.), (4.) und (7) in $. 25., sowie 
) in §. 24, so gelangt man leicht zu den beiden Formeln 
t*%qy = ^o^o{e((x + y)6(x-y) + d(x + y)^{x-y)\ 
]ftey^ = ^o^o\^(x + y)0{x-y)-d(x + yn(x-y)\. 
fe von (1.) und (2.) §. 25 ergeben sich anf gleiche 
}rme]n 

Ixdy^ = do^o\^(x-\-y)^{x-y) + ^{x—y)^(x + y}\ 
ixfly^y = do^o{ei{x-^y)^(x-y)-^(x-y)^{x-{-y)\. 
mein (9.) und (10.) in §. 24 verwandeln sich mit Hülfe 
1 (2.) in §. 25, und durch gehörige Buchstabenvertau- 

ixey^ = dofio\^(x + y)0(x-y) + ^{x~y)6(x + y)\ 

ix(iy^ = eo^ol^(x-y}d(x-\-y)-^(x-i-y)6(x-y)\. 

let man jetzt die linke Seite der Gleichung (4.) in §. 27 mit 

1 sich diese 10 Gleichungen, wenn man sie gehörig ordnet, 

Weise darstellen: 

1.) 9ohoT\f(x+y) + f(x-y}\=fxgyhy 

2.) gohoT\f(x+y)-f{x~y}\=fygxkx 
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(3.) go T\g{x —y)+9ix-{-y)]= gxgy 
(4.) goT{g(x—y)—g(xi-y))=fxhxfyhy 

(5.) ho T{h{x - y) + A(x + y)} = te % 
(6.) ho T{h(x -y)- A(x + y)\ = fxgxfygy 

(7.) 9oT\f{x-{-y)h(x—y)-\-f{x -y)h{x-\-y)] = fxhxgy 
(8.) i?oT{/(a;+y)A(a;-y)-A(x-y)A(aj+y)} = fyhygx 

(9.) Aor{/(a;+y)^(a;-y)+/"(a'-y)«/(a!+y)} =Aa:flr«Ay 
(10.) hoT\f(x-{-y)g{x-y)-f{x-y)g{x-{-y)\=fygyhx 

(11.) fl(oAoT{^(a; + y)A(a;— y)+öi(a: — y)A(a:+y) = jxAxgyAy 
(12.) SfoAoT{g<a! + y)A(a! — y) — fl((a:— y)A(aj + y)} =/ä;sa!/yöy 

Die Formeln (1.) und (2.) ergeben sich leicht aus (5'.) bezüglich 
(6'.), indem man die in §. 23 definirten Functionen f, g, h einflihrt; 
in derselben Weise erhält man (3.) und (4.) aus (1'.) und (2'.), (5'.) 
und (6.) aus (9'.) und (10'.), (7.) und (8.) aus (3'.) und (4'.), (8.) 
und (9.) aus (7'.) und (8'.). Die beiden letzten Formeln sind mit 
Hülfe der Gleichungen (2.) und (3.) in §. 24, und (2.), (4.) in %. 25 
gebildet worden. 

Aus diesen Formeln folgen sogleich noch drei andere: 

/. o N g(a; + y) h{x — y) + g{x — y) h{x + y) _ gyhy 
^ ' f{x^y)-f{x-y) ~ fy 

/14) /•(a; + y)ft(^-y) — /(a;-y)A(a;-|-y) ^ hyfy 

9(<^—y)-\-9{'^+y) gy 

/15X Aa'+y)g(a;-y)-/(g-y)ff(a;+y) _ fygy 
y •> h(x-y) + h{x + y) - hy ' 

§. 30. 

Aus den sechs ersten der hier aufgestellten Gleichungen bildet 
man sich durch Addition und Subtraction die wichtigen Formeln: 

■ (1.) 9ohoKx±y) = f-9y^^l±fy^9^kx 
(2.) 909{x±y) = g^^y+^^fgi^% 

(3.) AoA(.±y) = ^%+^yy^fgy 

in denen die oberen Zeichen zu den oberen und die unteren zu den 
unteren genommen werden müssen. 
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Wenn man je zwei der Gleichungen in §. 29 addirt und subtra- 
hirt, so erhSlt man leicht eine grössere Zahl von Formeln, welche zum 
Theil die letzten drei in anderer Form darstellen und die wir später 
angeben werden. Aus den Formeln des §. 29 erhält man noch, wenn 
(4.) durch (5.) und (3.) durch (6.) dividirt werden , nach gehöriger 
Buchstabenvertauschung : 

{4\ f( ^+y \f( ^ — y\ ^90 gy — g^ ^ho hy — hx 
^ '^ '\ 2 J'\ 2 y ho hy + hx go'gy + gx' 

Der Quotient von (11.) durch (5.) liefert in derselben Weise 

(5.) gKrY^PK-r-J - ^^-%+te-' 

Ferner giebt (11.) durch (3.) die Formel 

(6.) Ä(£+y)A(^) = Äo?^*^ 

^ ^ \ 2 / V 2 / gy+gx 

und endlich erhält man, wenn hier die N. 4 durch N. 5 dividirt wird, 

/^N fi{x+y)f\{x-'y) ^ gy-gx 

giix + y)gii^ — y) ho{gxhy + hxgy)' 
Aus diesen 4 Formeln ergeben sich für y = o folgende 

^ '^ ' \ 2 / ho ho-\-hx go go-\-gx 

(11.) ('/i?Y= ^ 90-g^ 

^gi^y ho hogx-{-gohx 

§. 31. 

Wir bedürfen in der Folge noch einiger speciellen Fälle dieser 
Formeln, welche wir jetzt aufführen, um später den Fortgang der 
Entwickelung nicht unterbrechen zu müssen. 

Für y = liefern nämlich die Gleichungen (9.) bis (12.) in §. 24 

(1.) 2d(x,2vy = e^oex+doe^x 

(2.) 2^(a?, 2>3* = Qo Öx — 00 Six 
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(3.) 2^(x, 2py :^^oeix-'dodx • 
(4.) 2Q(a?, 2vy ::^eio(ix + 00 ex. 

Zieht man aus dem Producte (l.).(4.) und (2.). (3.) die Quadrat- 
wurzel und benutzt (1.) und (2.) in %, 25, so erhält man die beiden 
ersten Gleichungen der folgei^den Gruppe: 

(5.) 2e(2a:, \v) - ^^-^ )/(Qo dx + Oo Qx) («o ^ + öo dx) 

(6.) 2^(2a;, Av) = qA^. }/(QoÖa?-öoQa;)(Qo(Jaj-Öo6'a?) 

(.7.) 2Q(2a?,4y) = Qa?-ea? 

(8.) 2Q(2a?,4y) = Qa?+öa?. 

Die letzten Gleichungen ergeben sich daraus, dass 

Q(a;,v) = 2:ü^e-''f*+i)'cos(2«+ l)a? 

also 

^(2a:,4v) =: ^:i^e-''(2.+i)3cos(45 + 2)a? 

^(2a;,4v) = ^^^e-''C2.0«cos4«a;. 

Die Summe dieser beiden letzten Gleichungen liefert Qa? und die 
Differenz Ox und diese Operation beweist die Richtigkeit der Formeln 
(7.) und (8.). 

Dividirt man die Gleichungen (2.), (3.), (4.) durch (1.) und zieht 
aus dem Quotienten die Wurzel, so erhält man 



ho — kx 



(9.) fi-M=i;,^j^ 

(10.) 9{'^M = fj^^^ 
Für x=^ o ergiebt sich aus (5.) die Formel 



ihohx — 1 



(12.) ö(o,4y) = do^lhoQio' + i) 

und wenn man diese Formel benutzt, so fiiiessen aus den Formeln (5.) 
bis (8.) sogleich die folgenden drei: 



!-.?,Ji 
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(.4.) ,(2«,4.) = ^^g^) 

y{ho + hx) (hohx + 1) 

(15.) A(2.,4v) = ^^Ha^Ö. 

Aus den Formeln (9.), (IL). (12.) in §. 24 und (2.) in §. 25 er- 
giebt sich für y = a; 

(18.) Q(2a;, ly) = *^ ^ 



(19.) <i(2a;,2v) = 



2^(0,2») |/2(Qo»-öo') 
Qar'4- öa;' (?»'+ öx' 



2Q(o,2v) y2(Qo''+Öo') 

Dividirt man die drei letzten dieser Formeln durch die erste, so er- 
hält man 

(20.) f{1xAv) = ^ = ^ y(Ao'-Ax«)(Ao'Aa:'-l) 

A«*— 1 ./ 2Ao Aa;»— 1 



(^••) ">^^'^>-m3k-i^^ 



1g{o>'i,v)hx rAo'— 1 2Aa; 

(22.) A(2x» = 2S(^^2^ = y^-^^.^^— . 

Die rechte Seite der Formel (20.) ergiebt sich durch Benutzung der 
Formel 

(23.) Wx e^x Qx Qjr = Oo ^o (?o Q (2jr) = ^\o) Q (2jr) 

(welche aus (5'.) in §. 29 fdr y = jr erhallen wird), wenn mau die 
Formeln (1.) bis (4.) in §. 31 berücksichtigt und (1.) in §.32. 

Es muss noch bemerkt weMen, dass der Quotient von (7.) durch 
(8.) zu der Formel führt: 

Q(2x,4y) ^ jy(2j:,4y) ^ fe^— 1 
'^ '^ Q(2jr,4y) Ä(2jr,4v) äjt + I' 

welche sich für x = a in 



< 
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verwandelt. 



^^ h{o,iv)''ho + \ 



§. 32. 

Die Differentialquotieiiten der Functionen fx, gx, hx. 

Wenn man in N. 2 des §. 29 jl- mit j: + y und dann y mit ^ 
vertauscht, so nimmt diese Gleichung die Gestalt an : 

Dividirt man diese Gleichung durch a und setzt dann a = 0, so wird 

gohofx = f^ogxhx. 
Es ist aber 



rw = (0= 



dx dx* : 

also 

Nach N, 4 in §. 16 ist 

Aus den Formeln (3.), (5.) und (6) desselben §. ergiebt sich aber 

eo do ^0 = 2gt {{q\ q')] '//„"(l - 9*'+*)' (1 +g*«+*/. 
durch wirklfches Niederschreiben der Factoren überzeugt man sich, dass 

/7«(l__r2*+i)(14.rHi) = iZj;:'(l-r2(2*+i))(l + r2C'+i)), 

dass also ein solches Product nicht verändert wird, wenn man r durch 
r* ersetzt. Diese Substitution kann also immer von Neuem vorge- 
nommen werden, so dass zuletzt, wenn r <: 1 ist, r durch eine un- 
endlich kleine Grösse ersetzt werden wird. Das Product hat also offen- 
bar den Werth 1 und daher ist 

(1.) ^'0 = 00^0^0 

und 

(2.) ro = fiofio 

also 

(3.) fx^do^gxhx. 

Mit Hülfe der Gleichungen (4.) und (6.) in §. 26 lassen sich nun 
auch die Differentialquotienten /der Functionen gx und hx berechnen. 
Man erhält aus ihnen mit Benutzung von (3.) 
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(4.) g'x = —eio^fxhx 
(5.) h'j; = — G^o^fxgr. 

Die letzten drei Formeln werden offenbar durch die eine ersetzt: 

(6.) go'ho\fjiy = -9o\gjcJ = -ho'{hxJ = Uo'ho^fxgxhx, 

deren Integrale die Gleichungen (3.), (4.) und (6.) in §. 26 liefern. 

§. 33. 

Mit Hülfe der Formeln (7.J, (8.), (9.) in §. 23 lassen sich jetzt 
die Functionen fx, gx, hx für complexe Argumente in einen reellen 
und imaginären Theil zerlegen. Denn bezeichnen wir jetzt kurz 

fx, gx, hx durch f, g, h 
und 

r(y,*Oi »(j/'>»'0. A(»'.^0 durch r, (/', Ä', 
wo ^ und v' mit y und v durch die beiden Gleichungen (1.) und (2.) 
in §. 21 zusammenhängen, so wird nach den erwähnten Formeln, 

{ff \ y 

und 

1 ^ A'o 
go = -J-; ho — -r-, 

also nach N. 1 in §. 30, wenn man y durch iy ersetzt, 

(1.) ,gohof{x + iy) = ^^±^. 

Der Nenner 'dieses Bruchs lässt sich umformen; denn es ist nach 
N. 4 in §. 26 

' go' , ^ 

und nach N. 6 in §. 26 

folglich 
oder 

(2.) j,"+/^Y"=^(i--Är)- 

Daher ist auch 






__ f{^> v)Hy',v') + i9 (a;, v) h {x, v) f{y', »Q g (y', v') 

l-h{x,vyf(yWy 

Schellbach, elliptische Integrale. 4 
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Verfährt man ebenso mit den Formeln (2.) und (3.) in §. 30, so ge- 
langt man zu folgenden wichtigen Gleichungen: 

(3.) 'fji.±iy) = ü^f^ 

(5.) ^M^±iy)^'-^^d±^. 

§. 34. 

Für jede, auch cpjnplexe Grösse «0=0:4-^^ ist nach N. 6 
in §. 62 



90^ 90^ 



1. 



Daher kann man setzen 



(2.) —9{^ + «y) = cos(9) + ii/;). 

Vergleicht man diese Formeln mit N. 3 und N. 4 in §. 33, so er- 
giebt sich 

;m 9? cosii/; = ^ J ^ ^2 ; cosqpsniti/; = \Lii^ff^ 

^^-^ ^ ., gg* . . . • i/^ÄfÄ' 

ycosyi//= ^J^, ; smysHUi//= j^_^y^^ ' 



cos 



Die Summe der Quadrate dieser vier Gleichungen giebt 



oder 
oder 



(4.) fr+(;V^+ÄT = i 



in welcher Formel x und y' ganz beliebige Grössen und v und v' 
complemenläre Moduln sind, welche durch die Gleichung 

mit einander zusammenhängen. 

Durch die letzte Gleichung N. (4.) ist der Nenner der Brüche in 
den Formeln (3.), (4.), (5.) in §. 33. auf folgende drei verschiedene 



'TJfZ^S 
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Weisen ausdrückbar: 

(5.) 1 - AT' = A" + 9Y = 9o\r + rn- 

Mit Rücksicht auf diese Gleichung ergiebt sich sehr leicht aus 
den Formeln der N. 3. 

(6.) cnsg.i/i == ; smit/; = - — 

(7.) coscp = -— ^^ ; sing? = •— ' 

(«■) '»■=1^^ »■=Slv '^=-"«"^ 

(9.) iS(p = —r 

Auch erhält man, mit Hülfe von N. 20 in §. 31, 

f{2x,2v) _ sin2 y 
f(2iy,1v) — sin2iT/;* 

Die Summe der Quadrate der drei Formeln (8.) liefert die wichtige 
Gleichung (4.) und durch die letzte derselben und (9.) werden die 
Winkel q> und ip am bequemsten aus x und y bestimmt, denn y 
hängt mit y durch die Gleichung 



zusammen. 



§. 35. 



Bezeichnet man 



x-\-iy =w 
so ist nach dem vorigen Paragraphen und nach §. 26 



('•) S=/'-G^)'''»'- 



Das Differential der N. 1 ist nach §. 32 



— pw dw =^ — öo^ gw.hW'dto = cos^ dx 

4* 
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oder /A\ n 9 j ^X 

(4.) Qo'. du) = 



Wenn nun die Inlegralions-Constante so bestimmt wird, dass für 
X = auch «7 = ist, so kann man jede der Gleichungen (1.), (2.), 
(3.) als das Integral der Differentialgleichung (4.) betrachten. 

Um Anfangs, der leichteren Uebersicht wegen, die imaginären Argu- 
mente zu vermeiden, nehmen wir hier y = also auch xjj = o an, 
und setzen go^ 

Ä? = *^ 
dann gelangen wir zu der Gleichung 

(5.) ^ = }fl-k'smq>'=Jq> 

oder 

dq> 



(6.) u = x^o^=/^ 



Fsinqp 

Der Werth von Qo lässt sich aber bestimmen, da Vilr x — ^"^ auch 
qp = \n wird , folglich ^^ 

also _ , 2«* , 

Qo = — und 

nu 

Das elliptische Integral erster Gattung N. 6 lässt sich also jetzt 
berechnen; denn da man, wie sich bald zeigen wird, aus der Gleichung 

. _ ^ _ ^ ^ 2g^ + V + 2(/yH— ' 
^ ho ""Qo l+2g +1q' +••• 

die Grösse q durch ein Umkehrungsverfahren aus k berechnen kann, 
so lässt sich gp durch eine der Gleichungen 






""^fS*- 
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beslinimen, wenn x gegeben ist. Vermöge dieser Gleichungen findet 
man dann aber auch durch ein Umkehrunfysverrnhren x oder u aus qp 
und hat somit die Berechnung des Integrals u vollendet, da sich fy> 
unmittelbar aus q ergiebt. 
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lieber die Berechntmgsweiaeii des nu menschen Wer- 
thes eines elliptischen Integrals erster Gattung. 

§. 36. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen eine Vorstellung davon ge- 
geben haben, wie die Berechnung eines elliptischen Inlegrals erster 
nie der Thetal'unctionen ausgel'iihrt werden kann, wol- 
i zweckmitssigston Fonnen eiher solchen Rechnung aus- 
eilen. 

die Berechnung der numerischen Wcrthe einer Fune- 
t, muss man sich stets vorher eine Vorstellung von dem 
reichs dieser Werthe zu verschaffen suchen. Das Integral 
dtp 



= f- 



^ |/l — j^singo' 
wenn sich y von bis Jte und k von bis I er- 
in den Grenzen und co; denn für g) ^^ ist auch 
;h k für einen Wei'th zwischen und 1 annehmen mag 

n und Ä = 1 ist 

=/'"e;|; = |'W*"+ **!!" = - 

■s Werthes von u sind also sehr weil. Es ist daher 
, sich eine genauere Vorstellung von der Aenderung 
^u kijnnen, während g> und k alle mögliche Werlltc 
lau kann sich zwar leicht durch eine einfache Unler- 
Icgrals diese Kenn Iniss verschaffen; da aber bereils von 
allen für unsere Function berechnet worden sind, so 
sogleich eine solche Tafel im Auszuge dar. 
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0" 
10° 
|20° 
l30° 
«(40° 
150° 
|60° 
70° 
80° 
900 






0, 





0, 





0, 





0, 





0, 





0, 





0, 





0, 





0, 





0, 



,175 
,175 
,175 
,175 
,175 
,175 
,175 
,175 
,175 
,175 



0,349 
0,349 
0,350 
0,351 
0,352 
0,353 
0,354 
0,355 
0,356 
0,356 



0,524 
0,524 
0,526 
0,529 
0,533 
0,538 
0,542 
0,546 
0,548 
0,550 



0,698 
0,700 
0,704 
0,712 
0,721 
0,732 
0,744 
0,754 
0,760 
0,763 



0,873 
0,876 
0,884 
0,898 
0,917 
0,940 
0,965 
0,988 
1,004 
1,011 



1,047 
1,052 
1,066 
1,090 
1,123 
1,164 
1,213 
1,262 
1,301 
1,317 



229 
250 
285 
337 
407 
494 
596 
692 
735 



1,396 
1,406 
1,434 
1,485 
1,560 
1,666 
1,812 
2,012 
2,265 
2,436 



1,571 
1,583 
1,620 
1,686 
1,787 
1,934 
2,157 
2,505 
3,153 
oo • 



Die erste horizontale Zeile dieser Tabelle enthält die Werthe des Win- 
kels q) von 10 zu 10 Grad und die erste verticale Columne giebt die 
Werthe des Winkels von a an, wenn nämlich der Modul 

k =:= sin a 

gesetzt wird. Die den Winkeln gp und a entsprechenden Werthe von 
u findet man an der Stelle, wo sich die entsprechenden horizontalen 
und verticalen Spalten krelizen. Man ersieht aus der Tafel sogleich, 
wie langsam anfangs der Werth von u wächst, selbst bei bedeutenden 
Aenderungeh von cp und a; wie aber später dieser Werth äussere r- 
denüich rasch zunimmt, wenn sich diese Winkel ihrer Grenze ^n 
stark genähert haben. 

§. 37. 
Will man sich zur Berechnung eines Integrals von der Form 



(1 — sina^singp*)*dgp 

ü 



einer Reihenentwickelung bedienen, so verfährt man zweckmässig auf 
folgende Weise. 

Man überzeugt sich leicht, dass 

1 — sina'sing)' = cosia*(l — tgia'c^yOCl + tgi«'^""^*") 
ist, wenn man die Klammern auflöst und die Formel 

1 = (cos|a* + sinia*)^ = cos^a*4- Jsina' + sin^o* 
berücksichtigt. 

Bezeichnet man nun den Binomialcoefficienten 

w(;i — l)(w — 2)...(w — w+l) ___ 
1.2.3.. ,tti 



n 
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p')' = cos i «*-{! -\ n, tgioV*' + B, tgia*e^' + —) 

die Multiplication rechts aus Und ordoet nach Potenzen 
dient sich des Sumnicnzeichens, so findet man bald 

(1 — sina'ain^i')'' = cos^a*"^:« »»'«i«*'{«* 

«)8 29)-l-2«,+itg^o*cos4(p4'2»s+3tgia'cos69) + -'-}' 

nun der KUrze wegen 

cosia*'2:^ »iin.+„tgio*'+''"' = A« 

. — sino'sini;p')''rfy 

' -f A^ sin2gB + i^,sin ig> + Jjl,sin 65p + ^A^sitl Sy-j — 

sina'siny*)"rfy= \7iA^ =-4rtcosic*"^^«,t(,t8 J«** 



er rasch convergirende Reihe erhalt nsan, wenn man 

Eutwickelung anwendet: 

i'sin^i')" = 1— «(Sinot'siny' + WjSinK'siny' 

— n, sina'singj*-) — 
benutzt 

: 2?; {(2n). - 2 (2n)._, cos 29. + 2 (2n)._i cos 4y 
~2(2n)«_3cos69) + -"±2cos2ng)!. 
1 dann nach den Cosinus der Vielfachen von gi und 

^C ^^, «,+^(2»+2m),sina'^+^" _ 
')" = B, -(- 2B, cos2g[i -!- 2B, cos 49! + 25, cos 69 + - 

— sina'singo')"^^ 

= B,y+B, sin 2^4-^5, sin45.4-iß,sin6g> + — 
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und 



J^(l^sma'^\n(pyd(p = ^nB, = 47r2^(-iy!?i^*sina^ 



(j 
Es ist aber 



(2'.) (-l)'^ = (-4). 



22« 

also 

(l-sina'sinqp')'*dy = 4^^*(-i).sW«sina^* 



§. 39. 

Man erhält eine dritte Entwickelung des Binoms, wenn man sinqp 
durch cosqp ausdrückt. Es ist nämlich 

1 — sina^sinqp' = cosa' + sina^cosqp^ = cosa'(t -ftgö'cosy^) 

also 

(l-sina'sin^y 

= cosa^"(l+«, tga^cosy^ + Wjtga^cosy^ + njtga^cosqp®'-] — ). 

Benutzt man nun die Formel 

cosy-» = ■^{(2n)n + ^(2n)n-iCos2q)-[~2(2n)n-2COsAq> 

+ 2 (2w)„_3 cos 6gp -f — \-2 cos 2nq>\ 
ordnet nach den Cosinus der Vielfachen von q> und setzt 

(1.) cos«^»^ nf±ü^|+?^ tg«»*+^- = C„ 

SO wird 
(1— sin a' sing)')" = C; +2C, cos2y + 2C;cos49) + 2C3Cos69) + -.. 

also 



(l-sina'sing)')"dy 





= Cq^p + C, sin 2qp + ^C^ sin 4qp-j- ^C^ sin 69 + • • • 
und 

(3.) J^(l-s\na'sm<pyd(p = inC, = i7rcosa^«^*^^^'tga^- 

= i7rcosa^»X(-iy(-iX^*tga^* 
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S. 40. 

I — cos2^p\ 
2 / 
= (l-tsm»')(l + ^™°^. c!os2y), 

EntwjckeluDg des vorgelegteu Integrals 
gkeil'wegea noch hier mitlheilen wollen. 
Formel 

2y + (2n+l)._,cos6y 

+ l)._,cosl05)H h™s(2n + l)2ipl 

i.t-(2«+-«)., p_ 

2coseeo'— !)''+"■ "" 

cos2y + 2/>,cos4y + 2D,cos69)4--" 



D,siQ2qo4-ii),sin4f/i + iDjSin6'/) + -- 

' '' ' •* "^"(Scoseca -1)'" 

S. 4L 
ragraphen entwickelten Formeln, welche 

nun iininittelbar zur numerischen Bc- 
egrals erster und zweiter Gatlung bc- 

iptischen Integrals erster Gattung, mit 
in bescliäftigen wollen, kann man vier 
der folgenden 

".^fp + E^ sin 2ip -j- ^E^sin A<p 

-l-iE,sin6y-f--- 
Cocfficienten E„ folgende vier, zwar 
rm nach verschiedene Werthe beilegt: 
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B _ ^ (-1 )» (- iU^ (2s + 2m). sin «^-^ ^" 



1 ^» (-i)s+>n(2s + 2m). ^^^,^ 



^'""" ^^^-^'^ 22*+2' 






§. 42 

Wenn man jetzt in der Gleichung (1.) des vorigen Paragraphen 
(p = ^-7t annimmt, so reducirt sich die rechte Seite auf das erste Glied 
Eq . irc und mithin kann man das vollständige elliptische Integral erster 
Gattung durch folgende vier Reihen berechnen: 

/ ^^ dtp 
]/l— siuof'sinqp* "" 



2 cos 



9 



^^•■^ 27w^^ " (2coseco'-lf' 

r^ \. I (DH 1 ^2.4>' 6.8 

~ 2yi— isint? ( (2coseca'— 1)' "^(200860 a'—l)* 

/ 1.3.5 Y 7.9.11 
V2.4.6/ 8.10.12 
"^ (2coseca'— 1)' "*"" 
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er Reihen mit der ersten und 
:, dass 

1 / -*" dtp 

^Hf**t/ yi — tgja'siny' 

i_ p' drf 

'^""^ yi + tg o' sin ly' 

leich nachher aul einem andern 

die erste offenbar am stärksten 
I Berechnung des Integrals auch 
} an 90" liegt. Zur Berechnung 
ist die Reihe, welche die Coel- 
ber doch vorzugsweise nur dann 



ihenent Wickelung, oder auch eine 
sIen aber die Thetafunctionen zur 
s, erster Gattung, 
irderlich, aus dem Modul k die 
war dort 



ilementare Modul nach S- 10 
1— ?^ = — 



k' = cosc 

äO = COS/S 



» in S- 31 

(0,4») 
(0,4»-) 
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Jk = Ä* = |/^ = 0,70710678 



yk = l^cos 45« = cos/? = cos 32M5' 54", 370 
und hieraus 

X =0,04321363 

r = 0,000000150 

also 

q = e-^ = X-^2X^=: 0,04321393 = — ^. 

Selbst in dem ungünstigsten Falle also, in welchem k oder der 
Winkel a seinen grösstea Werth angenommen hat, bedarf man von 
der Reihe für q nur zwei Glieder, um es bis auf 7 Decimalen genau 
zu erhalten. Will man q bis auf 6 Decimalen genau bestimmen, so 
genügt schon das erste Glied jener Reihe. Jacobi hat im 26. Bande 
des Crelle'schen Journals vom Jahre 1843 eine Tabelle für logg von 
a = 0° bis a =r 90° bis auf 5 Decimalen berechnet und eine ähn- 
liche Tafel hatte schon Verhulst in seinem Trait6 61em. des fonctions 
elliptiques 1841 und später Dr. Meissel 1860 noch ausführlicher 
mitgetheilt. Der starken Convergenz der Reihe für q gegenüber sind 
solche Tabellen hauptsächlich nur in den berechneten Fällen von Nutzen, 
besonders für kleine Werth e von ä, wo die Differenzen ziemlich gross 
sind und das Interpoliren also sehr unbequem wird. 

Selbst wenn a = 75'^, also ä = sin a = 0,9659258 wird, ge- 
braucht man von der Reihe (6.) doch nur drei Glieder, um q bis auf 
7 Decimalen genau zu berechnen. Man wird also die Formel (11.) 
nur in seltenen Fällen anzuwenden haben. 

Entwickelt man X nach Potenzen von ä, so findet man leicht 



(12.) X = \ 



1-/1 — A:^ 



l-f|/l^Ä^ 

= i{l-i*^+(l-Ä')*-(l-A^)i-(l-Ä^)i} 



_ fe' ■ fc* 21fe^ 3tF 

~ 16'^32T I024"t2048"^'" 

Diesen Werth nimmt auch q an; denn das Ghed X'^, würde zu dieser 
Reihe erst ein fünftes Glied hinzufügen, welches die zehnte Potenz 
von k enthält. 

Die folgende Tabelle giebt eine Voralellung von der Abhängigkeit 
des q von dem Modul &: 
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)|0,500jO,600|0,700[0,SOO|0,900| 1,000 
l |o,0 1 8Jo,028io,042|o,064|o, 1 02| 1 ,000 



; bei dem angenommenen Mal'sstabe, 
iden ist. 

. 44. 

6.) in S- ^^ 9 ^is 'c gerunden, so 
■den Formeln benutzen, um aus x 
: zu berechnen: 

gjsinj! — qisin3a:-|-". 
1— 2g' cos 2a; + 2g' cos 4a; 

gl cosx — gj cos 3x -| — 

1—2500520! + 2g' cos 4a: 

1 -[- 2a; cos 23; -(- 2g' cos 4a; -| 

1 — 2g cos 2a; -]- 2g* cos 4a; 

jede dieser Formeln anwendbar, um 
et man am besten die letzte Glei- 

' und die höheren Potenzen von q, 
! der Formel 

'.x,Av) 

'.X, iv) 

;os 23;+ g° cos 6a;) 

1 + 2g' cos 4a! 



Viert« Abichaitt. 

. tnaa wieder wie in %. 43 

k = sin a; i/i^ = /cos« = cos/9; sinasin^) = siny, 
1 cos« . , 
hx cosy 
rird 

2g "'■' > \j^.q^ ^ Aq'sm 2a;' 

wickelt man hier die rechte Seite nach Potenzen von q und setzt 
q seinen Werlh 

rhält man die Formel 

4.) cos2a: = ^lg(Jji: — d)-2(i'+5i')'g(ii — '*)siii2a:', 

'elcher nur V und die höheren Potenzen von X vernachlässigt 
len sind. 

Dieser Ausdruck für cos 22; hat durch die Einführung der Grösse 
ne einfachere Gestalt angenommen, als wenn man in der Enl- 
elung die Grösse q beibehalten hStte. 

Wenn a niclit 45° übersleigt, so genQgt fast immer das erste 
i der Formel (4.) 

(5.) cos2j; = coti^'tg(J?i:— J) 
X auf sieben Decimalen genau zu berechnen. Ist aber a grösser, 
limmt man für x den durch (5.) gefundenen Wertb und berechnet 

dessen Hülfe den zweiten negativen Theil der Formel (4.), und 
It so eine Correction von cos2a;, also von x, die man abcr- 
; auf dieselbe Weise benutzen kann, wenn eine noch grössere 
luigkeit erforderlich sein sollte. 

S. 45. 
Bemerkung über diese Auflüsnngamethode der Gleicbang (4.). 
Hat man die etwas allgemeinere Gleichung aufzulösen 

(1.) cosa: = o — fisinx", 
velcher b eine kleine Grösse ist, so bestimmt man zunächst aus 
Gleichung 

(2.) cosa;' = a 
n genäherten Wertb sf von x und kann dann aus der Gleichung 
eosi" ^ a — fisina;'" 



Berechnungsweise d. namerisch. Perthes e. ellipt. Integrals erster Gattung. 65 

einen zweiten genäherten Werth a?" findeo. Zieht man aber diese 
Gleichung von der vorhergehenden ab, so wird 

cosa/ — cosa/' = 2 sin J (o/' + ^) sin i (a?" — x') = fesina;'". 

Da sich nun a?" nur sehr wenig von x' unterscheidet, so kann 
a/^ — af statt 2 sin | (x" — jr') und sin a?' statt sin i (jr" + ar') geschrieben 
werden und man erhält so 

(3.) a:" — a?' = 6 sina;'*~^ , 

wonsit die zweite Näherung a/' gefunden ist. 

Um zur dritten Näherung überzugehen^ mUsste man die Glei- 
chung bilden: 

cosa/" = a — fesina?"". 

Zieht man diese Gleichung von der für cosa;'' ab, so bleibt 

— (cos a/" — cos a?") = b (sin a?"" — sin a?'*) 
oder 

. „ ^cosa;" . . , z/sina?"» 

oder 

^^"sina:" = 6 ^a;'nsin jt^"^* cosa?' 

oder wenn man sina?" = sina?' anm'mrat: 

(4.) j;'" — a:" = «6(j:" — a/)cosa/'sina;''«-2^ 

Auf diesem bequemen Wege fortschreitend würde man zwar leicht 
neue Näherungen auffinden, sich aber auch leicht von dem wahren 
Werthe entfernen können, wenn man nicht die gegebene Gleichung 
von Neuem als Ausgangspunkt der Rechnung benutzen wollte. 

Bei ähnlichen Problemen, die sich sehr häufig darbieten, verföhrt 
man in ähnlicher Weise. 

§.46. 

Wir kehren jetzt zu unserer Aufgabe zurück. 
Wenn man x gefunden hat, so bedarf man noch zur Berechnung 
des Integrals 

• -i;% = -*«■ . 

der Grösse Qo', welche man mit Hülfe der Formel 

(^0 = l4-2^ + 2g* + 29» + ... 
berechnen könnte, da q in §. 43. durch das bekannte X ausgedrückt 

Schellbach, elliptische Integrale. 5 
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worden ist. Würde man diese Rechnung wirklich ausführen, so ge- 
langte man zu der Formel: 

(1.) Qo'- 

Diese Reihe für Qo' wird sich aber nachher auf naturgemässere 
Weise ergeben. 

Wenn sich qp von o bis ^n erstreckt, so durchläuft auch x das- 
selbe Intervall, es ist daher 

Bei der Berechnung des Logarithmus des ersten Gliedes dieser Reihe 
muss der logcos|/J mit 4 multiplicirt werden, wodurch die Unsicher- 
heit bis auf 2 Einheiten der letzten Stelle steigen kann ; man vermeidet 
diesen Uebelstand aber, wenn man für. das erste Glied 

4/r(l +iglß'y = ^n + 7tt^iß' + inigiß' 
setzt. 

S. 47. 

Kann man sich mit den ersten zwei Gliedern der Reihe (1.) be- 
gnügen, so erhält man 

logQo' = ~4logcos^/? + loge/(l +l-igiß') 

= -4logcos^/9+ilogctgi/?^ 

wenn man nur das erste Glied in der Entwickelung des natürlichen 
Logarithmus beibehält. 

Addirt man nun noch log^^r, so erhält man zur Berechnung des 
Logarithmus des vollständigen elliptischen Integrals erster Gattung die 
Formel 

log^= 0,1961199 — 4logcos^/?+ «(tgi/?)', 
wenn 

löge = 9,03572. 
Um z. B. 



*^ yi — Ä'siny^ 



tlir Ä = sin44** zu finden, hat man folgende Rechnung auszuführen: 
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J,9284673; ,9 = 31''59'24",62 
^,y=15''59'42",31 



num. = + 0,0000049 
23= ■ ■ -9.9314092 

-i - 0.19611 99 

logA-^ 0,2647156 
nheit in der letzten Stelle zu gross. 

395667211. 
.48. 



h der Vorschrirten des S- 44. 



70 

69, 3= 46''42'56",946 
in~3= — 1M2'56",946. 

mächst, wenn man V vernachlässigt 
setzt. 



2a!=y 

lg(<I-iji) 



-itBi/S*cosy'siny' 
inen: 
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logtg(d~i7r) = 8,4764784 
2 log tg iß =8,9147118 

logcosy' =9,5617666, y' = 68^37' 10",55. 

Um das letzte Glied der Formel (2.) mit in Rechnung zu ziehen, hat 
man nach der Vorschrift N. 3. in §.45 

y' = y' + -itgi/^'cosy'siny. 
Der Werth des zweiten Gliedes der rechten Seite ist 

0,00000387 = 0",8. 
Daher wird ♦ 

y" = 68'37'll",35 = i^-^2a:, 
also 

a; = 55M1'24",325 = 0,9719764. 

Mit diesen Werthen findet man endlich 

logM = loga: 4* logJSf — log^^i 

loga: = 9,9876557 
logif— lo gj;r = 0,0685957 . 

logw = 0,0562514, u = 1,138286. 

Der genauere Werth ist u= 1,1382854, 

also nur um eine Einheit in dör letzten Stelle kleiner. 

§.49. 

Wenn a zwischen In und ^tt liegt, dann kann man zwar die 
bis jetzt benutzte Berechnungsart des Integrals u auch noch anwenden, 
wenn sich a nicht zu weit von ^n entfernt, bedient sich aber doch 
in diesem Falle vortheilhafter anderer Formeln. j 

Es ist nämlich nach §. 23 

y^/rcosqp ^(^>y) _ 1 



ao 



l/l - Ä^in (p' A (^. '') A (^'^ ^') 

\—2(f cos 2ia^ + 2^'*cos 4w;' — 



1 -f 2g'cos2w:'-p2^'*cos4ir'+... 
Setzt man hier wieder 

k = sma; ysma =^ cosß; smasmflp = smy: — '^ 2- = tgo, 

' ■ ^ ' cosy 

so wird, wenn man 5'* vernachlässigt, da^' = ^^tg^/J* ist, 

cos %a! = cot !/?' tg {\ n—S) 
für 
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■ISO 




■ 1 


5inS = lgl|ICtB(i» + ä) 


mi 






U '»«•'««. 




löge 


Nach 8. 21 N. 6 ist aber fiir a; = o, also auch für a' = o 




»«(»,»)' = »■^(0,»')' 


und daher 




« = »()(.,.)• 


=x'«(oyr=^(i+2rt-=^^., 


also 




(3.) 


„ _ logtgll 
2logc.cos^/?' 


und 




(4.) log« = log(loglgil) + 0,061 1 8570 - 4 logcosJiS. 


Beispiel. 






_ /■'•■ <^ 




-5 l/l-CsiuTS'J'sinjp' 


Hier ist 






a = 75', y = 70- 


log.cos/S= j log sin a 


= 9,9921719 ß= 10°38'14",36 


log sine 


= 9.9849438 \ß = 5°19' 7",18 


logsin^) 


= 9,9729858 


logsiny 


= 9,9579296, y= 65'11' 8",866 


10gC05|9 


= 9,9924719 


logcos^j 


= 9,5340517 


dec-logcosy 


= 0,3770847 


logtgj 


= 9,9036083 ä = 38M1'35",406 



loglga» + J) = 0,9565524 
21oglgi(! = 7,9378594 



igsini =8,8944118, | = 180*-4"29'51",286 

loglgil =1,4059507 Jf= 90'-2"14'55",643 

log(loglgjl) =0,1479701 
ilec.4logcosj|» =0,0074952 
0,0611857 
logu = 0,2166510 u = l,f 
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Dieser Werth von u ist nur um eine Einheit in der letzten Stelle 

« 

zu gross. 

Da logtg^l positiv sein musste, weil von dieser Zahl der Loga- 
rithmus zu nehmen war, so musste der Winkel ^ im zweiten Qua- 
dranten liegen. 

Um das vollständige Integral für denselben Modul Ä = sin75' zu 
finden, hat man ^tc statt x, also nach §. 21 |v' statt a?' zu setzen, 
so dass atso nach N. 3 






i/?4 



wird. Es ist aber 



also 



2cos4^/J 
v' = /(2) + 2/(coti/J) 



und 



(5.) K = 



0,1505150 + log (cot 1^) 



logß.cosJ/J* 
und 

(6.) logÄ' = log (0,1 505 150 + log cot J/9) + 0,3622 1569- 41og cos i/?. 

In unserm Falle ist 

log cot ^/9 == 1,0310703 

0,1505150 

0=1,1815853 

loga = 0,0724651 

0,3622157 

dec. 41ogcosi/J = 0,0074952 



logigr= 0,4421760. 
Dieser Werth von logüT ist bis in die letzte Stelle richtig. 

§. 50. 

Wenn der Winkel a sehr nahe an 90** liegt, so ist es beschwer- 
lich, den Winkel ß mit Hülfe der gebräuchlichen Logarithmentafeln zu 
berechnen. In diesem Falle nimmt man lieber an, es sei 

Ä:*=1~(J, 

denn fast immer wird die Grösse d unmittelbar gegeben sein und nicht 
der Winkel a. 

Man sah nun, wenn gf* vernachlässigt wird, dass 
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= iv'iioyy ^ - il(g')(i + 2g')' 

= o und 3^ = 0, also 
'" 1+2," 

oteDz voa d vernachlässigt. 

[— log«') + log{0,5 + 2g') + 0,36221570. 
i k = sin88°, so wird 
3 = 0,001217975. 
luch 3' vernachlässigt werden und man findet 

:4J + AJ' = 0,0001523396 
— log^ = 4,1182171 

)g(-log9') = 0,6147092 

;{0,5 + 2g') = 9,6991023 

0.3622157 

log /f= 0,6760272 

lle richtig. 

les vollständigen Integrals K braucht übrigens 
geführt zu werden, bis der Winkel a des Mo- 
}° übersteigt, denn es ist, wie sich sogleich in 

Ä' 

q = e-^K-, 
emerkt wurde, das vollständige Integral lur den 
ft* bedeutet. Man hat also 



= 0,73293560.Ä".log(~) 
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log^' = log «^4- log (log -^) + 9,8650658. 

Es ist 2. B. 

log*Ä'(a ~ 40°) = 0,2520684 

log (log -1) =0,1696771 

9,8650658 
logi5r(a = 50') = 0,2868113 

bis in die letzte Stelle richtig. 

§. 51. 

Nachdem wir in den letzten Paragraphen eine Vorstellung davon 
gegeben haben, in welcher Weise die Thetafunctionen bei der Berech- 
nung eines elhptischen Integrals erster Gattung mit Vortheil benutzt 
werden können, gehen wir zu neuen Entwickelungen über, in deren 
Verlauf sich zeigen wird, wie die Kenntniss der Eigenschaften der 
Thetafunctionen die Natur der elliptischen Integrale aller Gattungen am 
vollständigsten enthüllt. Diese Integrale, in denen der Modul k und 
die Amplitude qp in ähnliche Reihen wie sie selbst entwickelt werden 
können, erscheinen hier fast wie organische Gebilde, in denen die 
einzelnen Theile eine Bildung erfahren haben, welche der des ganzen 
Organismus am angemessensten ist. Um in der weitern Entwicklung 
bequem fortschreiten zu können, stellen wir zunächst die wichtigsten 
Formeln, welche zugleich am häufigsten bei der Berechnung in An- 
wendung kommen, übersichtlich zusammen. 

Da es nothwendig ist, den Zusammenhang der Formeln und die 
Art und Weise, wie durch zweckmässige Verlauschung der Argumente 
die eine in die andere übergeht, vollständig übersehen zu können, so 
werden wir in dieser Zusammenstellung alle wesentlichen Elemente 
berücksichtigen, indem wir uns dabei des Zeichens bedienen 

So wie in den Kretsfunctionen die Constante n durch das Integral 






ausgedrückt wird, so' sind in den Thetafunctionen die Constanten K 
und üf durch die beiden Integrale bestimmt; 
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/ y'ci-j'Xi-*'«')"^ ^C»,*) 
'■jf /(i-oci-»"»') "-i; -<(». ►')' 



' =: ?I 



O" Ao' A(o.»')" 

), (5.), (6.) in S. 21 

Jx 6(0,^) ^(0,»') H(o,,') 
ro/ «(0,.) 0(0,») 5(o,yr 

= M(o,«')'; If = *»«(»,.')■ = MC»,»)', 



a = 


2K 


:f:.. 




£_f!. 
V n' 


X _ d 


= K'^ 


; UTA 


= ff'/,^. 









io'da;; rfy = do6^ohxdx; Jtpd<p = 6o*kx*dx. 

n Raum noch, um eine Form der Thetafunctionen 
aus dem Vorhfrgehendea sic>i unmittelbar er- 
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giebt, aber der bequemern Uebersicbt wegen docb hiermit aufgeführt 
werden soll. Man gelangt nämlich von den Fortnein (3.) bis (6.) in 

$. 16 sogleich zu den folgenden: 

(17.) 0x = 2:'" (-lV?*'c^*'', 

(18.) ^a? = — 12:^ (.1)* j(^+t)'e(2«v+i)xi^ 

(19.) ^a: = 2:'* ^5-i-i)%(2*+i)xi 

(20.) f^ = ;S" ?'*e*'*'. 



— w 



Manche Transformationen lassen sich mit IJülfe dieser Formeln 
bequemer ausführen, als mit den früheren. 

Für den Modul k und sein Complement Ä*, welche durch die 
Gleichungen 

•* = | und ,/A' = ^ 
qo qo 

gegeben sind, erhält man noch mit Hülfe der Formeln (5.), (6.), (7.) 
in §. 25, wenn man diese Ausdrücke mit 

multiplicirt, fast unmittelbar folgende Formeln: 

r90 %_ ^(i^A^) _ /2^o _ ^(o,jy) 

1^1-; y« - ö(o,2r) - ^(o,iv) ~ VHo ' 

/oo ^ t/V - ^"^ ~ ^^ ^ (^"' ^ *) - ^ ("' 2y) 

^^^•^ ''* - Wii^ — WÄ^ W' 

Es ist also z. B. 

«„ l-2g + 2g«-2g' + 2g"- - 
'^ l-2g'+2g'-2^"' + 2g" 



l_2g'4-2g''— 2g" + 2g 
— i^2g + 2g*+2g'4-29"+ 



■ • • • 



• • • 



§. 52. 

Andere Methoden der Berechnung. Die Landen^sche Substitution. 

Setzt man in den Formeln §.31 (4.) x = y = o, so erhält man 
2^(o,2,.)' = ^(o,vy^0(o,vy = Q(o,r)»(l+ ^1^,) 



oder 
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(1.) ^(„,,). = ^(«,2,)«._^|_p. 

Ersetzt man hier v durch 2v und multiplicirt die neue Formel 
mit dieser, so wird 

(2.) ^(0,.)' = q(o,Avy.^^^-^-~^..^-^,^^^ 

Sehreibt man abermals 2v statt v, so entsteht auf dieselbe Weise die 
Formel: 

(3.) ^i9,.r = ^(oM*- 1 +4,>)-^ • 1 + kI^v)-^ • i+ftM.)-^ - 

Da aber 

Q(o,ft>) = 1 + 26-^»» + 26-**^ + 2e-^ + . . . 

sich mit wachsendem w der Grenze 1 sehr rasch nähert, so ist für 
eine unendliche Anzahl Factoren 

2 2 2 

(4.) ^(o,vy = 1 ^^(„^,)_, • 1 +A(o,2v)-2 • 1 +A(o,4v)-i "■ 

Nach $.31 N. 11 ist 

2h(o,v)-^ 



h(o,2v)-^ = 



1 +A(o,».) 



—2 



Es war aber 



Setzt man also 



so wird 



A(o,2y)-^ = coscfj. 



und daher 



2V'cosa 

cosa« = — • 

* 1 4" cosa 



1 — cosa , , , 
sma = rn = lg|a*. 



Berediiiet m%n daher durch die Gleichungen 

Ä' = cosa 
tg^a' = sinai 
tg^aj =sina, 
^Bi^l =sina3 



eine Reihe von Winkeln a, a, , a, , a, , . . . , so wird 
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(5.) Qo' = (cos jocos^of, cos^a, cosJ|^of, . . .)''^. 

§. 53. 
Beispiel. Berechnung des Integrals 



-'/% 



wenn der Modul & = sin 75 ° ist. 

a ==75° 
21oglgia = 9,7699610 = logsina, er, = 36°4'16",47 
21ogtgiaj =9,0253878 = logsina, a, = 6^5' 9" 
21ogtgM = 7,4511918 = logsinttg a, = 9' 43" 

logsecj^a =0,1005333 
logsec^a, =0,0218815 
logsecittjj = 0,0006128 
logsec j^of3 = 0,0000004 

0,1230280 = a 

2a = 0,2460560 
log7r = 0,4971499 
log.^ =9,6989700 

log ^=0,4421759 

Legendre findet 0,442175993. 

§. 54. 

Berechnung des unvollständigen Integrals. 

Durch die Gleichung 



dz 



^ sm« 



(1.) 1/ = C — ,7\., = = xGi(o,yy 

" ' h{o.vy 

lässt sich (p durch x und v bestinimen. Nehmen x und v andere 
Werthe an, so erhält auch (p einen andern Werth. Verwandelt man 
z. B. X in 2x und v in 2v^ so gehe dadurch q> in q>^ über, so dass 

(2.) u, = C- /l = 20^^(0,2.)'. 

Es ist aber nach §. 31 N. 21 und N. 22: 
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/q^ g(o,2>)' _ h{o,yy-l _^-A' 

■^ h{o,2vy A(o,v)V4-l "l+ÜE* 

und 

(4.) 2Q(o,2v)' = a(o,v)'(l +Ä(^) = «(«,*)•(! +*'). 

Benutzt man (3.) und (4.) für die Gleichung (2.), so ergiebt die 
Elimination von x aus (1.) und (2.): 

(5.) f:,^^^-- 



'Hi 



oder 



+ 



" •/yi-sina*sinÄ* 2cosiaV|/i 



d« 



sm 



— tg|a*sin«' 

Man kann also das Integral u stets in ein anderes mit kleinerem 
Modul verwandeln, der aus dein ursprünglichen auf eine einfache 
Weise abgeleitet werden kann. 

Die Amplitude q>^ lässt sich aus der Amphtude tp durch irgend 
eine der folgenden Formeln berechnen: 

i^\ L __ g(2^» _ M^'-i) __ ^9'-k* _ l^(l+/^Os iny' 
I _ h{2xy2v) __ ho(hx^+l) _ l -^(i-^)siny' 

Jede dieser Formeln ist zur Berechnung des Winkels q)^ aus dem 

Winkel (p direct anwendbar, aber sie lehren nicht den einfachsten 

Zusammenhang zwischen beiden Winkeln kennen, wenn man nicht 

coiq>t berechnet. Es ist aber bequemer und zugleich lehrreicher, auf 

folgende Weise zu verfahren, um den einfachsten Ausdruck zwischen 

q>^ und q> zu finden. 

Es ist nämlich 

dq) = doSlo.hx.dXj 
also 

dq>^ = d{o,2v)(i{o,2v)h(2x,2v)d.2x. 

Aber nach S* 25 N. 6 ist ^ 

öoQö = d{o,2vy 
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und nach J. 31 N. 22 * 

hx 



2h{o,2v)h(2x,2v) = hx+^. 



folglich 



also 



dq>^ = 6o ^0 (kx -\- -r-jdxy 
d(p,-d(p = 00^0—' 



Wir werden aber später sehen oder könnten auch auf der Stelle 
verificiren, dass 

/:^-_J_arctgr--^Y 
J hx doe^o ^\hogxJ 

Daher' liefert das Integral der letzten Gleichung, da die Integratioas- i 

constanfe Null ist, j 

9, - 9 = arctg(-jj^) = arctgC^'tgy), 

oder 

(8.) tg(9j —y) = ft'tgy = cosctgy. 

Durch diese einfache Formel lässt sich nun der Winkel q>^ aus 
dem Winkel q> sehr leicht berechnen. Drückt man hier tg^)^ durch 
(p aus, so gelangt man leicht zu der Formel: 

(8'.) sin {2q> — y^ ) = tg |a' sin ip^ , 

welche q> durch q>^ berechnen lehrt. 

Bezeichnet man nun das Integral auf der linken Seite der Glei- 
chung (6.) durch F(q>,a) und setzt 

lg j^a* = sinaj, 
so verwandelt sich die Gleichung (6.) in: 

Sucht man nun durch die Gleichungen: 

tgjaj = sina, 
und 

^(Vt^Vi) =cosajtgy, 
zwei neue Winkel a, und g>^y so wird 

(10.) i^(yp«.) = 2coiia? ^(y«'"'^- 



._ II ■lifcii 



i^Ji 



■^"% 
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Auf diese Weise kann man fortschreiten, neue Winkel «3, a^, . . . und 
9Pai 9>4» • • • zu berechnen und sich neue Gleichlingen wie (8.) und (9.) 
verschaffen. Das Product von n auf diese Art gebildeter Gleichungen 
giebt dann 

1 

(1 1.) F(qp, a) = 2^ f (qpn, a„) (cos ^a cos ^cfj cos^a, • • • cos^a»^!)-^ . 

Offenbar nähern sich die Winkel a aber sehr schnell der Null und 
F(y^, a^) verwandelt sich dann in q>fa, also wird endlich für ein un- 
endlich grosses lo 



1 



(11.) F(9, a) = -^(pc (cos ^a cos^a, cos 4a^ • • • •)' 



§. 55. 

Numerisches Beispiel. 
Es sei zu berechnen 



r[_d&__ 

" "^Z }/l — Isin»' 



Hier ist Ä==| = sin30^ also « = 30® und y = l=:arc57M7'44",81 

log sin «j = 2logtg4^a = 8,8561050 a, = 4° 74 '',904 
logsina^ = 2logtg^aj = 7,1112716 a, = 4'26",5. 

Der Winkel a^, welcher keine Zehntel -Secunde mehr beträgt, kommt 
nicht zur Anwendung. 

Für die Auffindung der Amplituden hat man folgende Rechnun- 
gen auszutiihren. 

log cos ce = 9,9375306 
log tg^) = 0,1924024 



logtg(9i — 9) = 0,1299330 9t-g>= 53° 26' 45", 07 

(p= 57M7'44",81 

(f^ = 110M4'29",88 
logcosttj = 9,9988777 
log tgy, = 0,4217041 

logtg(qp,-yJ = 0,4205818 9>2— Vi = 110M7'26",83 

9, = 22r31'56",7r 

iy, = 55^^22' 59", 18 



also ist 
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u = arc(55®22'59",18)(cosiacosiajCosia,)-^ 

logsec^a =0,0150562 
logsec|a, = 0,0002804 
logsec^a, = 0,0000001 

0,0153367 = a 

1a =0,0306734 
logiy, = 9,9852547 

log u = 0,0159271 u = 1,0373567. 

Dieser Werth von u ist nur in der letzten Decimale unsicher. 
Die in den letzten vier Paragraphen gelehrte Berechnungsweise eines 
elliptischen Integrals ist ihrem wesentlichem Inhalte nach von dem 
englischen Mathematiker John Landen, der sich dazu natürlich anderer 
Entwickeiungsmethoden bedient hat, in den Philosophical Transactions 
vom Jahre 1771 und 1775 zuerst bekannt gemacht worden, und die 
Formeln (7.) und (8.), auf denen sie beruht, werden nach ihm die 
Landensche Substitution genannt. 

Wir wollen nun noch zeigen, wie man zu diesen wichtigen Rech- 
uungsvorschriften auch ohne die Vermittlung der Thetafunctionen ge- 
langen kann. Bestimmt man nämlich aus den Winkeln a und (p 
einen Hülfswiiikel \p durch die Gleichung 

(1.) sin a sin y =: sini/; 

imd vermittelst dieses Winkels einen neuen Winkel qp, durch die 

Gleichung 

(2.) tglt/zsinqp, =Xq,\xf) 

so ergiebf sich zunächst, wenn man diese Gleichung logarithmisch 
differenzirt und dann d\p eliminirt 

coXq)d(p = cosy/cotqPj d(p^ 
oder 

dq) , 

führt man nun noch einen Winkel a^ durch die Gleichung ein 

(3.) sinaj=tg|a*, 

so findet man, nach einigen Reductionen 

(4.) coty = cos-]a*coty^]/l — sinajsinyj 

und wenn man diesen Werth von cot 9) in die Differenzialgleichung 
einsetzt, so gelangt man zu der Gleichung 



/ 
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dy , 

) der Winkel 93 den gaiii 
bis a, von hieraus nurüc 
EP vorwärts bis 0. Durch ■ 
qp, so niil dem Winkel 9 
sen 0, |n, |7i, . . . erreich! 
ilso 









1 man, wie in §- 54, ein 
d auch nach Vorschrift (2.) 1 
ler die tt und ^ schnell se 
sehr unsichere Resultate g( 
ividiren und sich so die F 



-J sin <p 



ebelstand nicht eintritt, i 
n ganz ähnlich wie in §, 5 

aB)(eosJacosia, eos^a, .. 
r bald einer festen Grenze 
. ^ war. Berechnet nia 
I, so findet man 
52'51",73 q, =^T'\^^ 
23'19",66 y, =55''25' 
3'39", y, = 55<'22' 

ler geometrischen Constnic 



= 2«{o,4>.) 
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oder 

Q(o,v)(l + Ä(o,y)-*) = 2Q(o,4v). 

Vertauscht man hier v nach und nach mit 4y, 16y, 64y,... so erhält 
man die Fomieln 

Q(o,i^)(l + A(o,r)-^)(l + Ä(o,4v)-i) = 4Q(o,16r) 
Q(o,v)(l+A(o,i^)-0(l + A(ö,4i/)-0(l + Ä(o,16i'r^ = 8S(o,64y) 

u. s. w. 

Sobald man nun g* oder g" oder g" u. s w. vernachlässigen 
kann, verwandelt sich Q(o,4v), ^(o,16v), (?(o,64v),... in 1 und man 
erhält daher für diese verschiedenen- Fälle die Formeln : 



(1.) «(^) = i 



(2.) ^(o) = 



2 



(3.) Q(o) = 1 ^ ^ (o^ y)-i • 1 _|- Ä (o, 4v)-' ' 1 + Ä (o, 1 6v)-^ 

u. s. w. 

Von diesen Formeln genügt zur Berechnung von ^o schon die 

zweite, selbst in dem ungünstigen Falle wo ä = sin 87® = 0,9986 

12 
sein sollte, denn dann wäre g" = 7x9, so dass (?(o,16v) = 1,000000012 

wird. 

Wenn k nicht grösser als sin 25® ist, reicht schon die erste zur 
Berechnung von Qo aus; der dritten wird man sich nur in ausseror- 
dentlich seltenen Fällen zu bedienen haben. 

Nach §.31 N. 25 ist 

g(o, 4v) _ Äo— 1 
A(o, 4v) "~ Äo+1 

und nach §. 26 N. 5 

Äo* — go*= 1. 
Es ist also 

Mit Hülfe dieser Formel kann man sich also ä(o,4v) aus h{o,v) 
bilden; dann ä(o, 16v) aus ä(o,4i') u. s. w. 

Um nun das vollständige elliptische Integral erster Gattung 



erthes e. ellipt. Integrals erster Gftttnng. g3 

I = *"«"■ 

folgendes System von Gleichungen: 
/cos« ^= eos/J 
j'eos«, = cos;?, 
y'eosoj = cos/?^ 

■ß,eosiß,...)~*. 

= 75", dann wird ß = 59'25'11",60 

= 6''5'9",38 ß,= 4''18'19". 

= 0,4421763, 

der letzten Decimale eine statt einer 
bei Anwendung von Logarithmentaretn 

; ß = 76M6'31",08. 

11'58",66; ß, = \Q''Z\'W\n. 

J73551. 

der letzten Stelle eine statt einer 1. 

§.57. 

lie Reihen entwi ekel u ng : 

««•»•+(H)V+(g|)V+...j 
©■(£)'+(S)'©"+;-; 

so verwandelt sich nach §. 31 (?-) 

:h V mit 4* vertauscht, so geht |^ in 
Aß 

(»,2»)' = 

.V to'-I Y /1.3.5Y/- to'-l V, 



V[erter Äbscbnill 



111 



nan filr K, ausser der Reihe (1.), aus (3.) und (4.) noch 
ivei Reihenentwicklungen : 

Tf.l'+(«-(-!^)'+QXI^)'+-l 

«its in g. 42 N. 1 und §, 46 N. t mitgetheill worden sind. 

§.58. 
Berechnung des nnvoUstSndigen Integrals, 
indelt man in dem Integtale 






nü V in 4», so gehe dadurch ^ in ^r, über und man erhält: 



= 2a;Q{o,4»')'. 



» ' /.(0,4i.)' 
l aber, wenn man den nenen Modul des Inugrals mit A, 

g(<i,4.) _ !-•*' . 
4(0,4..) ~1 +1/11' '' 
2«(o,4,) = «(o,»)(l + l'*') 
man x aus den beiden ersten Gleichungen eliminirt; 

„ l'l-i'sin? ~ (1 + !'*')'•/ )/r-»;sin»'' 
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ng zwischen den Winkeln <p und <p, findet man 

der Gleichungen N. 21 und N. 22 in S. 31 : 

fc(»,4»') kx — 1 &o-j- 1 cosy, 

(;(o,4y) Aj:-)-! Ao— l i/y, ' 

yi-4;5in^. 

mg lässt sich leichl sio^), durch i/qü berechnen. 

equem aufführen zu können, setze man 

•2hx 
— ^= o und , ■- , -; — = V. 

1 Aas'-j-l " 

icht gefunden 

, 1-l-a u — a 

SIBW\ = ~ — ■ ^ , ■ — 

^ 1— o y+a 

— = //['= j'cosa = lg d 

sioasJn^) = sin;* 



cotjyl — sina'sinq^' =^ cot^cosy =r tg^ 

d = sin2(J; y = sin2i^. 
ausdrücke ergiebt sich aus (3.): 






ermitge der Gleicimiig (1.) das vorgelegte In- 
ü mit kleinerem Modul k, und anderer Ampü- 
Unterwirlt man das neue Integral derselben 
diese Operation in zweckmässiger Weise fort, 
wie in §. 54 zu einer neuen Formel für die 
; des elliptischen Integrals. 

§. 59. 

Hülfe des arittuneliEcb-geometriBchen Mittels. 
§, 54 ISsst sich in folgender Weise darstellen : 

d5 



-^/l 



yi(l-f cosa)'cosa' + cosasin»'' 
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n 

oder wenn man cos er = — setzt, 

m 

(\.) u = / ,^, , . , = i/j= 

< Vm cosÄ 4-» smi5 •<. Vi 



düs 



J ym'cosÄ' + »'sm»' -^J y^(m+n)'coss'+(vW)'siu» 
Verschafft man sich nun durch die Gleichungen : 



und durch das nach N. 8 in 8- 54 gebildete System 
(3.) ^ tg(y.-9,J = ^tgy, 



aus den Grössen m, n, q> eine neue Reihe von Grössen m^, «,, y, ; 
m^f «j, g)j; u. s, w., so nähern sich die neuen m und n sehr schnell 
ein und derselben Grösse ^, so dass sich also die Quadratwurzel unter 
dem Integralzeichen selbst in diese Grösse verwandelt, und man, wenn 
diese Operation rmal fortgesetzt worden ist, für u den Ausdruck erhält: 



2> 
Für q> = ^n ist die Reilie der tp off^enbar: 

q)^ =z n; (Pt == 27r; y, = 4n; q)^ = Stt; ... 
und das vollständige Integral 

dz 



7= 



{^ l^cosÄ^-j-cosa'sinÄ^ 



wird daher 



ff- ^ 



8. 60. 
Beispiel. Es sei a = 75®, also wi = 1 und n = co575^ Die 
Rechnung lässt sich dann in folgender Weise anordnen: 
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)62 


» =0,26881904 


)8I 


m, = 0,62940952 


)33 


11, =0,60874254 


167, 


1», = 0,56907605 


704 


n, = 0,56586870 


130 


OTj = 0,56747237 


147 


«. = 0,56747013 


139 


»., = 0,56747125 




», =0,56747130 




OTj = 0,66747127 = 


Igft 


= 0,2460661 


Jg« 


= 0,4971499 


080.5 


= 0,6989700 



agK =0,4421760 

in wurde. 

Berech nun gs weise, welche Gaus 
üei' Oötlinger SocicUl bekanal 

leni, dass man die nMiigen Log 
derselben Seite vereinigt findet. 

S. 61. 

unvollständiges Inleijial wählen 

r°' rfy 



(''l — (sinTö^j^siny' 
^ = 70", also H = cosTS" 



9341 




y = 70" 


9303 


K 


-if= 35'24'59 
(P, = 105'24'69 


4981 






4721 






0667 






Ö369 


V, 


-y, = 108"50'16 
w, = 214'15'15 
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log», = 9,7527157 






loglgy, = 9,8331396 






dec. logm, = 0,2448297 






I«el6(y.-y,) = 9,8306850 <f. 


— V, = 214° 6'14' 


,04 




(P, = 428'21'29' 


.88 


7)3 arc53"32'41",23 


192761",a3>r 




" 2> ^ 


648000,« 




logl92761",23 = 5,2850197 






logre = 0,4971499 






dec. log 648000 = 4,1884250 






dec.log/( ^ 0,2460562 






log« = 0,2166508 


u = 1,646837 




Legendre ändel 


11 = 1,646837113. 





g. 62. 

Ausser den bisher niit^etheilten Methoden' der BerechnuDg giebl 
es noch eine aodere von Legendre benutzte, welche auf dem Principe 
der Theilung des elhptischen Integrals beruht und der Vollständigkeit 
wegen hier mit aufgenommen werden soll, obgleich sie in der An- 
wendung gewöhnlich unbequem ist. Mit Benutzung der Tbetafunctionen 
ISsst sie sich in folgender Weise darstellen. 

Wenn man in dem Integrale 

das a; in |iE rerwandetl, so möge dadurch ^ in y, übergehen, so dass 

wird, also ^ ^ 

Es war aber: 

(2.) fx = ^siny; gx = jo.cosy; hx = hoJtp, 

also 

(3-) ft3: = f^siny.. 
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Jgo go~gx 
1 ho ko + hx 
!.) uDd setzt 








rwandcll, so geht (3.) über in: 

f' cos\y 

ird der Winkel 91, bequem aus y 
des neuen Integrals ist kleiner 


und 
als 


die 


durch die Formeln: 








siny, =sini.p 

siny, = sin^9), 

ind singt-, =sinJ9,, 


cos}). 

»sin 

cosl,. 






siny, = sin49). 


-.icosj,.. 




y„ 9),, .... y., welche rasch an 


Grösse 


1 u In: 








« = 2>. 









)ch ein sehr kleiner Winkel ist. 

• Methode das Betspiel berechnet, wenn 

, also (p = 47°3'30",94 ist, wobei sieh 
tegral u gleich dem diitten Theile des 



/• 



= 2,768063145, 



muss, wie sich in S- 63 zeigen wird. 
1> =47" 3'30",94 
if, = 25'36' 5",64 
4 (p, = 13" 6'30",98 

3 5P, = 6"35'40",74 

<p^= SnS' 8",75 



90 Vierter Abschnitt. 

Hiernach wird 

(p =A7^ 3'30",94 Differenzen. 

25P4 =51M2'11",28 4^ 8'40",34 

49)^ = 52^26' 3",92 1M4'52",64 

89)5 = 52M5'25",92 19'20",00 

16y^ = 52o50'20",00 4'54",08 

Aus dieser Zusammenstellung ergiebt sich, dass jede folgende 
Differenz sehr nahe viermal kleiner ist, als die unmittelbar vorher- 
gehende; um also 2"qp» für ein unendlich grosses n zu finden, muss 
man zu 2*y^ folgende Reihe von Differenzen addiren: 

4'54",08(i+^4 ij +...)= 4'58",08.i = 1'38",03, 

wodurch sich 

2«9)« = 52«51'58",03 
ergiebt. Es ist also 

w = arc52°51'58",03 = 0,9226878. 

Wenn k nahe an 1 und q> nahe an 90° liegt, so wird diese Be- 
rechnungsweise des Integrals sehr beschwerlich. 

§. 63. 

Andeutungen über den Nutzen der Theilung der Functionen far, «/jp, ha;. 

Setzt man in den ersten drei Formeln des §. 30 y = x, so ge- 
langt man, wenn der Kürze wegen die Functionen fx, gx, hx durch 
f, g, h bezeichnet werden, zu den Formeln 

gohof(2x) = ^, 
gog(2a>) = t/^ 



81.3 



9^3 



hoh{2x) = ^' ^'^ 



1— r 

oder wenn man die g und h durch f ausdrückt, 

2/^1/(1 -r)(i-C) 

(1.) ^(20.) = -^ *^ 



(2.) 



1— /•* 

I ^'^ 3 4 



K2.) = i/i_A__ = /» 
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(3.) »(^)___^-^^ wi;TF^' 

BenDlzt man dieselben Formeln abermals, so dass man y durch 
2x ersetzt, und wendet die eben gefundenen Ausdrücke für f{2x), 
g{2x), k{2x) an, so erhält man noch: 

/(3-4().+i)f + 6/-'-r) 

(4.) «3:.) = i j- 

l-6r+4(*+-j-)r-3r 

s(i-|r'+6r'-4*f+r) 

l-6f'+4(* + l)r-3f 
3»'+4(|-p)j*-%'-l 

h(i-ii,r+v'~Yf'+f') 

l-6f' + 4(k + l.)f--3r 

»(-3+4(*'+-^)*'-6»' + *') 

l-64' + 4(s'+-if)4'-3V 

f Weiäe könnte man fortechreiten und sieb Gleichungen 
le f(nx), g(nx), b(ttx) durch die Functionen f, g, h finden 
Auflösungen dieser Gleichungen würden dann auch von 
eaf(nx), g{ta), h{nx) zu den Functionen /*, g, h fuhren, 
n Functionen fz, gx, hx Hessen sich dann die Grössen 

), a(— ) ansdrüclien. Die Natur dieser Gleichungen ist 

(ersucht worden und diese Untersuchungen hahen zu merk- 
sullaten geführt, welche wir jedoch hier übergehen, da 
Tem mehr practische Zwecke verfolgenden Wege zu weit 



(5.) 9(3«) = 



»(3i) 



Vierter Abschnitt. 



Für die Intgralrechnung haben diese Gleichungen den Werlh, 
lan die obere Grenze 9), eines Integrals 






Limmen kann, dass es dem nten Theile eines andern Integrals 



wird, 

> sei z. B. 



J Jx. 



J j 



- xQo' 

verwandle sich 7 in 91,, wenn x durch \x erselzt wird, so 
so 

(PI V 

/'dz , „ j , /'«« 

inn ist bekanntlich: 

/a: 1= /Äsing) und gx^y-pcos(p 

iftd /"(Ja;) = //tsin p, ; 3(^3;)= l'-TjWtsv,. 

jtzle man nun in N. 5 ^x statt x, so könnte man durch Auf- 
dieser Gleichung vom 9. Grade in Bezug auf g{lx) den cos^, 

:m C0S9) berechnen, also die Grenze (p^ aus der bekannten 
g) linden. 

'äre 9: = itn, also cosqn =: 0, so bedUrfte man nur der Auf- 
einer Gleichung vom 4. Grade, um 91, so bestimmen zu 

1, dass 

*-, i^ 

/dz _ fd^ 
Ji~V Jz 

jenn man brauchte' offenbar nur die Gleichung aufzulösen: 
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eichting (7.), welche in Bezug 
li den gewöhn liehen Methoden; 
ite in Factoi'en zu bewerkstell 
' identischen Gleichung auszuge 



l + o+o')|{£+2a+l-2(iV'; 
•+6»'— 8|'o'-l.«-3, 
ilt a itt 
i'—ai-t)l[i'+2a—l—^(xfi 



f * (2**')! 

h2j'v'H=T+2o+ 1 +2fi+^- 



l+l-2t'l+o+o-). 

n lässt sich in reelle Factoren 



(5•_^_l_)'2)/l + a + <l• a 
sei 
;'3 = sin75', 



'2-1/3 ■ 
}r zweite der beitlen Factoren, g 

+ ''2)'l + 2i + 21-2-2». 
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yi+2* + 2t = yi + 2.2*+2» = 1 +2* 
also 

= (l + 2l)(2*+ l)i(2*- 1)^ = (2i~ 1)*(24+ 1)* 

= (2T-l)4(14-3.2i+3.2*+2)* = /3}/(2*-l)(2*+2*+l)= /S. 

V3 
Daher ist cos q>] = g^T^s == >^3 (2 — /3) 

und sinqpj =2(2 — 1/3), also 

tgy, =l/4 = tg47»3'30",94. 
Wenn sich also in dem Integrale 

dz 



/-. 



Vl-^(sin75^ina)* 

das » von 0® bis 47°3'30",94 erstreckt, so erhält das Integral den 
dritten Theil des Werthes, den es annimmt^ wenn sich » von 0" bis 
90® ausdehnt. Dieses Resultat ergab auch die Rechnung in §. 62. 

Es mag hier noch bemerkt werden, dass sich auch der Zähler 
des ersten fiir g(^x) in N. 5 gefundenen Bruches bequem in Factoren 
zerlegen lässt; denn es ist 

= (aj»-2aJ}/i-(/?-a)-a)(a:' + 2a?>^i(/?-a)-o) 
oder 

Daher ist: 

' v" fSk^ 2/'» yv" /-Vft 2/"» / 

= -:|+ VAr-r)0 +^- V¥'-r)- 

Setzt man hier -rf — 1 = y^ so wird 
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r- Formel (ß.) wieder in 
=^^) (y'-2yATJ" +2a-l 

^-' 

r andere Factor zerfüllen, weicher 

ifgeht. 

dige elliptische integral erster Gat- 

ili, so bedient man sich zu diesem 

Formeln. Es ist näralicli nachN. 14 

ßx g3x hSx _ 
fx gx kx 



r= 1. 

chung und aus 

'kx^ = \ 

m der Gleicliung: 

den Winkel y, zu finden, so führt 
lud fx = /ÄsiHfjp, sogleich zu der 

) =^ sin 2(p, , 

iciites Näherungs verfahren, y, weit 

)sl durch die vorher gefundene di- 

) in seine Faetoren. 

llgemeineren Theorie sind hier nur 

wichtigen Untersuchungen, die sich 

Abel's Werlien ünden, aufmerlisam 
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8.64. 

Wären Tafeln für die Functionen fx, gx, hx vorhanden, so liessen 
sich mit Hülfe derselben die Gleichungen vom 4. und 9. Grade, welche 
die Formeln (1.) bis (6.) in §. 63 zur Bestimmung von f, g, h dar- 
bieten, unmittelbar auflösen. Wir wollen zunächst annehmen, es sei 
die Gleichung (1.) oder 

( 1 .) (1 - rr (ßxy = 4^ (i - kn (i - -f) 

aufzulösen, in welcher k und f2x gegeben sind. 

Nach N. 1 in §. 23 ist: 

f{x-{-fn7i-\-nvi) = (—!)"• /ä?, 
also 

(2.) (fdx + mn + nvi)y = (/ä:)^ 

Wäre daher f2x einer gegebenen Grösse A gleich, so könnte 
man aus der Tafel die Grösse a entnehmen, welche der Gleichung: 

f{2a) = A 

genügt. Man hätte dann die Gleichung: 

(f2xy = {f2ay = (f(2a + mn + nvi)y, 

also 

(3.) a? = a -j- ^mu + invL 

Diese Gleichung hefert für x die Werthe: 

a?, = a; x^ = ö + ^tt; x^ = a + i^*; ^4 = a-|-|7r + |vi. 

Die Formeln (14.), (17.), (20.) in §. 23 fuhren dann zu den 
Ausdrücken : 

(fx,y = (fay; ifx,y = -^; (fx^y^^r: (r^J'= *"- 



9 1 



Äa" "^ " fa'' ^ ^^ ga' 

welche die vier Wurzeln der Gleichung (1.) darstellen, denn die übri- 
gen Werthe von x, welche sich aus der Gleichung (3.) ergeben, 
hätten vermöge (2.) stets 'zu denselben Wurzeln der Gleichung (1.) 
geführt. 

Die Gleichung (1.) ist keine allgemeine Gleichung' vierten Grades, 
sondern nur eine reciproke, wie auch die Form ihrer Wurzeln lehrt. 

Um auf dieselbe Weise die Gleichung (2.) in §. 63 zu lösen, gehen 
wir von der Formel (2.) in §. 23 aus: 

g{x-{-mn'\'nvi) = ( — l)'*+"5'j:. 
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gegeben : 

g{2j;)=.A^g{2a), 

g(2d) ^ (— l)"'+-lff(2o + m?i4-«M), 

X = a-\-imtt + ^nvi, 
veder oder eine gei-ade Zahl ist. Daher sind 

|-ji; o + irt — ^m; a+ire + i**» 

14-«) = — 30; gx=g{a + in-iyi) = -^; 



h die Gleichung (3.) in §. 63 zu lösen, muss man 
l'in S- 23 bedienen: 

i(x-\'m7i-{-nvi) = (— l)"Ax, 

l = A(2a) = {— iyh{2a + mn-{-nvi), 

r gerade ist. Man hat daher l^r x die Werthe: 
a-\-\n; a-\-y%\ a + Jfi-j-M 
lg (3.) die Wurzeln: 

A(a 4-^71) = -r- ; Aa:= A(o-fw) = — Aa; 

be Weise liessen sich nun auch die Wurzeln der 
.), (6.) in §. 63 finden. Um z. B. die Wurzeln 
geben zu können, mttsste man von der Gleichung 

1 = /-(Sa) = {- I }" f{Za + m?i + nn) , 

,. l»leg»i«. 7 
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welche 

liefert, so lange i» = oder gerade ist. Die neun Werthe von o? 
sind also: 

a; a-\-ln; a — ln; a + Jn; a—^vi; a + l^r-f |w; 

O'+ln — ivi; a—ln + lvi; a — Itt— «n 

und die neun Wurzeln der Gleichung sind die neun Functionen f, 
deren Argumente diese neun Grössen bilden. 

Diese Andeutungen mögen genügen^ um eine Vorstellung davon 
zu geben, wie die Untersuchungen, denen Euler in seiner Einleitung 
in die Analysis des Unendlichen die Kreisfunctionen unterwirft, auf die 
Functionen fx, gx, hx ausgedehnt werden können. 



FAnffter Abschnitt. 

Zweite Entwicklungsmethode der Grundformeln 

der Thetafunctionen, 

§. 65. 

Mit Hülfe der Formeln, welche in diesem Paragraphen entwickelt 
werden sollen, werden wir theils die bereits aufgestellten Relationen 
zwischen den Thetäfunctionen wiederfinden, theils aber auch zu ganz 
neuen und ausserordentlich wichtigen Eigenschaften dieser Functionen 
gelangen. Wir geben allen diesen Formeln, der leichteren Uebersicht 
wegen, nur eine beschränkte Anzahl von Gliedern, da auch an einer 
geringen Zahl derselben die Allgemeinheit der Methode sogleich er- 
kannt wird. 

Durch Zerlegung in PartialbrUche ergiebt sich bekanntlich: 

x — ä,ji: — b 
x—a.x — ß.x — y 

a—a.a—b 1 , ß—a.ß—b 1 , y—a.y—b 1 



a—ß.a—y x — a ß—a.ß—y x — ß y—a.y—ß x — y 

In dieser Gleichung ersetze man x, a, b, er, /S, y entsprechend 
durch e^'^', e*"', e^/', so nimmt z. B. x—a die Gestalt an: 



f 
\ 



ingamethode der OrundforaislD der TbatafunotioneD, 



- = 2te''(-'+"tsin(a: — ffl). 



2t 

in die übrigen Differenzen in ähnlicher Weise und 
en Ausdrucke in die obige Gleichung ein, so heben 
I Factoren fort und man gelangt zu der Formel: 

sin (x — a) sin (x — b) 

n (iE— ß)sin (a:— /¥)sin{a;— y) 
'1 1 , sin(i3— ffl}sin(f? — 6) 1 

') sin(«~- a) sm(ß — a)sin{ß—y) sin{a; — (?) 
sin(y — o)sin(y — 6) 1 

~^ sin (y— a) sin {y —ß) sin (x — y) 
n nun 

■3;}sin(J, — ; r)...sin(J^_t — a;) _ 

i(a,-a;)...sin(c^,— a:)8in{a,-:r) ~ '^^'^'' 
iz allgemein naeh einer leicht verständlichen Be- 



iin(a, — a:) sin(of, — a;) 

(ya^sin(g,— a;))^ = ''.. 

sin(a:i,~a!) 

: Formel, mit deren HUKe man i. B. sogleich /(pxdx 

und die sich aneh für viele andere Zwecke he- . 
leicht im Gedächtniss behalten werden, da sie aus 
'ten Formel entsteht, wenn man statt der einrachen 
nus einführt. 

iie jetzt benutzen, um die Quotienten der Theta- 
albrüche zu zerlegen, eine Zerlegung, mit deren 
hr viele neue Eigenschalten dieser Functionen ent- 

S. 66. 

i. 17 ist 

(Jt— g) u sin^i, -^svi—x) ' 

(a-x) ~ "-«. sin(a + m-a;) ' 
V nun der Kürze wegen 
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und denken uns einstweilen w als eine endliche Zahl, so iässt sich 
F(x) nach §. 65 in PartialbrUche zerlegen, wenn man im Zähler einen 
der Factoren absondert. Dieser Factor kann z. B. sein : 

sin {l — X — (ovi). 

Man darf also setzen: 

F(x) 



(1.) 



sin(A — X — o)vi) 



y,tü ^ I y»^ ^ L v** -1 

"~ '^ -üis[n(a—x-{-svi) '-aiS\n{ß'-x-\-svi) -tosm{y—x-\-syi) 

und "kann die einzelnen Zähler der Partialbrüche leicht bestimmen. 
Man findet z. B. As, wenn man diese Gleichung mit sin(a — aj-j-«vt) 
multiplicirt und dann a; = a -j" *^* setzt. 
Es ergiebt sich auf diese Weise: 

sm(A— a?— wyt) ^ ^ 

wenn in diesem Ausdrucke x = a-\-svi gesetzt wird. 
Es ist aber nach N. 6 in §. 22 : 

daher wird für 

^-{-fi'-{-v — a — ß'-y = ö, 

wenn man bedenkt, dass -2— für ä = sich nach der Lagrange'schen 

1 

Bezeichnungsweise der Differentialquotienten in -^j— verwandelt, 

* ""(?'osin(A~a-(w + s)y«) * ^(ß— ci)^{y- a) 
Der zweite Factor dieses Ausdrucks Iässt sich aber darstellen als : 

Bedenkt man ferner, dass für ein unendlich grosses oi 

sin (g -- lüvi) __ e'" — e-'""-^ ^'' _ .^^_^^ 
sm{b-a)n) ~" e'^ — e-'^-^coy — ^ , 

so ist 
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sind — sa—iovi) -, , . 

510 (il — a — sn — (ovt) 
Multiplieirt man also (1.) mit ffoe'' f,'m(l—.r — fovi) und be- 
stimmt B, und C in ähnlicher Weise wie A^, so gelangt man zu 
, der Formel: 

(2.) ^'oe"Fx = {^ia-x)Fxy-'£- -r^ -— ■ 

+""^-)^-)"^^".. ./(^.+.») 

Diese Formel gilt offenbar auch wenn P(t) eine beliebige Anzahl 
von Facloren enthillt, wofein man nur fiir 3 stets die Summe der 
Argumente des Ehlers weniger der Summe der Argumente desISenners 
einfuhrt. 

Die SummenausdrUckc aul' der rechten Seite dieser Gleichung 
lassen sieb auf andere Weise darstellen. Setzt man nämlich (i^ ß 
und v =^ j", so verschwinden die beiden letzten Glieder der Gleichung, 
da 1^0 = ist, und man erhält: 

^ f^{a—x) ^^ '^^-wsm(o!— x-f-sw) 

Schreibt man hier y statt X—a und x statt a—x, so wird: 

(3.) .£■ . T'I" , = y».---^g^- 

^ ' —«&m[x-\-svt) ^xd,y 

Drückt man die beiden andern Summen in ähnlicher Weise aus, 
so gelaugt man zu der Formel: 

(4.) ^JFx = 5fe=£+5(^(„_,)Fi)— 

Setzt man in ihr x =-o, so erhält man : 
, jl^liH, _ H{„^i) lli(\-a)H{l,-«)H{,~a) 

'■''■■' H>'ftßlty~ ¥ 6.«H{ß-<ijH{'/-<,) + 

^ (<»+<) ^i>.-ß)(tif>-m{'~ß) , IJC^+J) «i-y)^(/.-/)li(>-y) 
«3- (tlH{^-ß)ei(y-ß) + «J «)-««■-)•) W-c) ' 
Man kann von dieser Formel aus leicht zu andern analogen Über- 
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gehen. Ersetzt man z. B. a, /?, y entsprechend durch a-^-^vi^ 
ß+j^vi, y+ ivi, und benutzt die Forinehi (1.) und (2.) in §. 22, so 
verwandelt sich (5.) in: 

... eji ejfi ejv _ ega+d) e(k-a) d{ii-a) d{v-a) 

^ ^^ daOßOy Od da€i{ß-a)6l{y-a) 

^(ß+ö)0{X-ß)0(fi-ß)d(v-ß) ^(y+d ) dH-r)0(fi-y)d(y^y) 
"^ dd dßei{a^ß)6i{y-ß) "^ Od 0y6i(a^y)6i{ß^y) ' 

Setzt man in dieser Formel a = A, /¥ = ^, y = y, so wird d = o, 

und wenn man fx = -^- einführt, und die Nenner fortscha£ft, so er- 

ux 

hält man auf der Stelle die Formel: 

(7.) ßff,f,>f(X-fOf{n-v)f{v-X) 

+ ßf(H-v)+f(if(v-X)-\-fvnX-fi) = 0. 

Wir haben diese Formel, welche sich als specieller Fall der obigen 
allgemeinen ergab, nur als eine historisch merkwürdige aufgezeichnet, 
weil Jacobi, der sie anders beweist und in anderer Form darstellt, 
von ihr sagt: Quae est formula nova, maximi momeuti per totain 
theoriam functionum ellipticarum. G. Crelle*s Journal. Band 15. pag.200. 
Fast alle Formeln dieser wichtigen Abhandlung Jacobi s sind nur spe- 
cielle Fälle und einfache Folgerungen aus der allgemeinen Formel 
N. 4, die übrigens, wie alle Formeln dieses Paragraphen, für eine be- 
liebige Anzahl von Factoren des Productes F(x) gilt. 

§. 67. 

Von den Formeln des vorigen Paragraphen brauchen wir für 
unsern nächsten Zweck nur die einfachsten, nämlich die, für welche 
der Zähler und Nenner des zerlegten Bruches nur aus zwei Factoren 
besteht; aber da es darauf ankam, die Bildungsweise dieser Formeln 
kennen zu lehren, so wurden stets drei solcher Factoren benutzt, 
welche zugleich genügten, um sich von der allgemeinen Gültigkeit 
dieser Formeln zu überzeugen. 

Wir vereinfachen also zunächst die Gleichung (6.) in %. 66 da- 
durch, dass wir X durch a-^-^vi ersetzen und aus §. 22 die Formeln: 

(?(a-i-|n) = ic-'«+i''öa 

benutzen. Da ö(4vi) hiernach gleich Null ist, so verschwinde in 
(6.) das erste Glied der rechten Seite, und die ganze Formel ver- 
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wandelt sich, nach sehr einfachen Rechnungen, nachdem wieder l und 
a statt V und y geschrieben worden ist, in: 

^ '^ dadß e^d eaei(ß-a) "*" cid dß(i[a-ß) 

wo 

Aus N. 5 erhält man unmittelbar für v = y: 
(o^ mft^ ^(cc+d) 6({l-a)ei{iti^a) ^(ß+d)0,ß-ßmi- ß) 
^^ M/? Oß ' 6ia6i{ß-a) "^ 0,8 Clße^a-ß) 

Schafit man in beiden Formeln die Nenner fort und setzt 
l — a — a, ß =^by fi — a = c, X-\-i,i — ß = d, 
und dann 

^{a-\-b-{-c-\'d)=s und \{a-\-h-\-C'-'d) = o^ 
SD findet man: 

(3.)öad6ÖcÖrf=M(Ä-;a)Q(Ä~6)Q(Ä-c)+Öse((T-a)Ö((y-6)ö(a~c) 
und 
(40 ^a^Ä^c^d= (?aQ(5— a)^(Ä ~fe)^(«~ c) - (?*(?((j---a)(?(cr-- 6)Q((T- c). 

Die Differenz dieser zwei Gleichungen bildet die Formel, welche 
Jacobi in seinen Vorlesungen auf eine eigenthümliche Art bewies und, 
in etwas veränderter Gestalt, als Ausgangspunkt für seine ganze Dar- 
stellung der Theorie der elliptischen Transcendenlen benutzte. Hier 
erscheinen diese Formeln als specielle Fälle einer noch allgemeineren, 
und jede einzelne dieser Formeln ist bequemer zu benutzen, als ihre 
Differenz. 

S. 68. 
Setzt man in N. 3: 

a=: ^n — x—y; b = ^n — x; c = l7t—y; d=^7i; 
so wird 

B = n — x — y und a = iny 
also, da 

0(^71 — x)=:^x und (i{^n — x)=^6ix 
ist, so verwandelt sich N. 3 vermöge der Formeln des §. 22 in 
(A.) «o^^%^(^ + y) = 0odx6y0{x + y)-\-^o^x€iy6i{x+y). 
Substituirt man nun in dieser Formel für jc und y die Werlhe 
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x-]-a und y~\-ß und bestimmt a und ß mit Hülfe der Formeln des 
§. 22 so, dass die Zeiger der beiden mittleren Factoren auf der linken 
Seite der Gleichung (A.) 

33, 32, 31, 30 

23, 22, 21, 20 

13, 12, 13, 10 

03, 02, Ol, 00 

werden, so erhält man im Ganzen 16 Formeln. Diese Substitutionen, 
welche z.B. x~\--^n^ y — ^n^ ferner x-\--^n — ^yt, y — i^ + i»'*» 
dann x — \vi^ y u. s. w. sein müssen, ergeben sich sämmtlich un- 
mittelbar durch den blossen Anblick der Formeln (1.) bis (4.) in §. 22. 
Dividirt man nun noch alle diese Formeln durch 

dodxeydix^y), 
so gelangt man zu folgenden sechszehn neuen Formeln : 

( 1 .) hohx = hyh {x + y)^- gogxfyf{x + y) 

(2.) hohy =hxh{x + y) + gofxgyf{x + y) 

(3.) hogxfy == goh^f(x-\-y) — fxgyh{x + y) 

(4.) hogyfx = gohyf(x-^y) — gxfyh(x + y) 

(5.) hoh{x + y) =hxhy — gofxfyg{x+y) 

(6. ) ho gxf{x + y) =fxhyg{x-\-y)-\' go hxfy. 

(7.) hogyf(x + y) = hxfyg(x + y) + gofxhy 

(8.) hofxg{x^y) =^ gxhyf(x + y)—gofyh(x-{-y) 

(9.) hofyg(x + y) =hxgyf(x+y)-'gofxh(xi-y) 

(10.) hofxhyf{x'\-y) = gogy-'gxg(x + y) 

(11.) hohx fy fix '\-y) = gogx — gyg(x+y) 

(12.) hogxhyg(x + y) = gogyhxh{x + y) — fxf(x + y) 

(13.) hohxgyg{x + y) = gogxhyh{x + y)^fyf{x + y) 

(14.) hofxfyh(x + y) = gxgy-gog^x + y) 

(15.) hogxgyh(x+y) = fxfy-\-gohxhyg(x + y) 

(16.) hohxhyh{x+y) = l+gogxgyg(x + y) 

Diese Formeln lassen sich also sämmtlich durch einfache Sub- 
stitutionen aus der letzten ableiten. 

§. 69. 
Um eine Anwendung dieser Formeln kennen zu lehren, wollen 
wir annehmen, es finde zwischen den Winkeln a, ß, y die Gleichung Statt: 



\ 
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WO i^s = y 1 — ft'sin»'; und es sei: 
dann ist nach $. 51 : 



= v'ftsino; fy = ^k&mß 



j-± 



= ('^+ff)«o' 



f(x-\'y) = y'ksiay. 
Nach $.51 ist dann auch: 



jJa; 



Jy. 



Setzt man nun diese Wertbe dir die Functionen f, g, k in die 
Formeln des %. 6S ein, so kann man sogleich folgende 16 Relationen 
niederschreiben, welche zwischen den Winkeln a, ß, y Statt linden: 
(1.) Jajßjy — Ä'^ + A'^osacos/Scosy 

icosa = cosjScosy + sin/Sstny^a 
cosj3= cosycosa + sinysina^iS 
Cüsj- = cosacos/9 — sinasinßjy 
I Ja = ^ß ^y -]- k'sinßsioycosa 

(3.) I Jß = ^y^o+A'sinysinorcosfS 

( jjy = z/a^^— /t'sinasin/ycosy 



(4-) 



(5.) 



ft"sin/!siny = cosaJßJy —cosßco&y Ja 

l^'siaysiaa = (Msßjyja — cosycosa^^^ 

ft"sinosin/9= — cosy^^a^/^-l-cosöcos/Jz// 

sinocosjS= sin/i:/(S — sin/Jcosa^y 

sinocos;' = —s\nßJy-\- sinycos«^^ 



■:■*• 
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. . i sin/Jcoso = siny^a — sinacos/?^;' 

( sinßcosy =:^ —sina^y-\-s\uycosßJa 

I j siny cosa = sinß Ja -\- smacosyjß 

Ir! ' sinycos/? = sin of/://9-f- sin/9 cosy^a 

|f ' Jacobi hal im 39. Bande des Grelleschen Journals in seiner be- 

rühmten Abhandlung über die Rotation eines festen Körpers, diese 
Formeln zuerst zusammengestellt; aber seine Ableitungsweise ist we^ 
niger einfach und durchsichtig, als die, welche hier gegeben werden 
konnte. 

Die dritte Formel unter N. 2, welche lange Zeit die einzige be- 
kannte unter allen aufgeführten gewesen ist, hat Veranlassung zu der 
Lagrange'schen Gonstruction gegeben, nach welcher jeder Formel der 
sphärischen Trigonometrie eine Additionsformel der elliptischen Func- 
tionen entspricht. Sind in der That a, /?, y die Seiten eines sphä- 
rischen Dreiecks, so sind nach diesen Formeln die Winkel «', ß'^ y', 
welche diesen Seiten gegenüberliegen, durch die Gleichungen gegeben : 

sin a' = ksina; sin ß* = ksinß; sin / = fcsiny 

cosa' = Ja; cos/?' = Jß; cosy' = — Jy. . 

%. 70. 

Mit Hülfe der Formeln des §. 68 oder auch schon durch blosse 
Benutzung der Formeln des §. 29, erhält man leicht folgendes Formel- 
system: 

(1.) gohofi^x+y)-^ 1-^fx^fy^ -^ ^%xgy+fj;fyhxhy 

f^gyhy — fygxhx go ' hxhy +fxfygxgy 

(^ \ ana(r4^^i\ - 9^9y-Myhxhy _ hx'hy'^1 
(2.) gog{a: + y) _ i^/ä^yy» - gsgy + fxfyhxhy 

^ J^g^^y — fygy^ _ g^gyhxhy— fxfy 

fxgy^—fygxhx hxhy + fxfygxgy 

H ^ jmhf^ -L .A - ^^y-f^fyg^gy __ ßfy-^g^gyhxky 

(3.) hokix + y) Y:=7xW~ ^ gxgy + fxfyhxhy 

= to' f^^y^ "^ fygxf^y ^ i + g^^gy^ 

fxgyhy — fygxkx hxhy + fxfygxgy 

Die ersten von jeder Gruppe dieser Formeln sind bereits in §. 30 
aufgeführt worden. 
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Nimmt man aus diesen Formeln die Gleichungen: 
go"- • ^^ gxgy + fxfyhxhy 

go fxgyhy—fygxhx 

H'^ + y) ^ f^gyhx — fygxhy 
ho fxgyhy—fygxhx 

addirt beide Seiten zu 1 und zieht sie von 1 ab, dividirt dann mit 
der Summe in den Rest, so gelangt man, wenn auf beiden Seiten die 
Quadratwurzel ausgezogen wird, zu den Formeln: 

U ) y ^o — bof{x'+y) _ gx — ha^fy ^ gy—fxhy 

^ go + hof{x+ij) gy + fxhy gx^hxfy 

/5 ) ifgö^J^Ty) ^ fxhy + hxfy ^ gy-gx 

^ go+gix+y) gy + gx fxhy—hxfy 
(5 ) J ho—K^+y) _ fxgy+fygx ^ hy—hx 

V ho + h(x + y) hy + hx fxgy — gxfy 

Die Gleichheit der zwei rechts stehenden Ausdrücke dieser drei 
Gleichungen lässt sich leicht direcf nachweisen. 

Drückt man hier die Functionen f, g, h wieder durch die Winkel 
flf, /?, y aus, so nehmen diese Formeln, wenn man 

^y = cos y 
setzt, die Gestalt an: 

._. ,, >^ _ cos« — smßja _ cos/? — sin a Jß 

{ ') Sijs^—W — eosß+ sin aJß ~ cosa + smß~J^ 

.j^v _ sinajß-^smß Ja _ cos/? — cos« 

^ '^ '' cos/?-}- cos a ~~ sinaz//?— sin/?z/a 

\^') ^W ^ Jß^Ja sin (« + /?) 

«. 71. 

Setzt man in der Formel (3.) des %. 67 fdr a, hy Cy d entspre- 
chend die Werthe o, — y — Zy — z — Xy —x — y, so erhält man: 

s= —x — y — z; a = X'}-y-{-z 
also 

(1.) do0(y+si)6(z + x)d(x + y) = 

d(x + y'\rz)6x.6y0z + ^(x+y + z) (?a?%(?«. 






/■^,'frf^^.r 
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Dividirt man diese Gleichung durch das erste Glied der rechten 
Seite, so nimmt sie die Gestalt an: 

Vertauscht man hier s mit -^-a, dann mit — a und dividirt die 
zweite der erhaltenen Gleichungen durch die erste, so wird: 

d(x-a)e(y-a)e(x+y+a) ^ l-fxfyfaf(x+y-a) 
W ff^a;+a)d{y+a)d(x-}-y-a) i+fxfyfafix+y + a)' 

Aus N. 4 in $. 27 ergiebt sich unmittelbar, wenn man x mit 
x—a und y mit y — a vertauscht, dann — a statt a schreibt und 
die beiden so erhaltenen Formeln durch einander dividirt: 

e(x-ayd(y-ayd(x+y + 2a) l-f(x+ayf(y + ay 
0{x-+ aye(y+ayd{x-\-y-2a) l - f{x - ay f(y - ay' 

Vertuscht man aber x mit x-\-y-\-a und y mit a, so gelangt 
man auf dieselbe Weise zu der Formel: 

d{x+y-ii-ay d(x-^y-2a) ^ l-fa' f(x+y-ay 
d(x-\-y-ayd{x + y+2a)~l-fa'f{x + y+ay' 

Zieht man aus dem Producte, beider Gleichungen die Quadrat- 
wurzel, so erhält man die Formel: 

d(x—a)d(y — d)d(x-\-y + a) 



(4.) 



d(x + a)diy + a)d(x+y-a) 



f^ 



\-f(x+ayf{y + ay l^fa^f(x + y^ay 
\-f(x^ayf{y-ay ' l-fa'f(x + y + ay' 

welche als eine nicht unwichtige Transformation der Formel (3.) zu 
betrachten ist und von Jacobi in seinen Fundamenten pag. 157 mit 
einem grösseren Aufwände von Rechnung gefunden wird. 
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Reihenentwicklungen, 

S. 72. 

In §. 66 ergab sich unter N. 3 folgende Formel: 

^a; % -10 sin (x -J- svi) 
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Ersetzt man hier o; durch x—^^vi und y durch y — ivi und be- 
nutzt aus §. 22 die Formeln (1.) und (6.): 

(? (a? — -Ji^t) = — ie^+i^ dx und (? (o? - vi) = - «^''''^*' ^^ ? 
so gelangt man von der obigen Formel sogleich zu der unter N. 1 
aufgeführten, und wenn man die Formeln des §. 22 in ähnlicher 
Weise noch weiter anwendet, so bildet man sich leicht folgendes 
Formelsystem : 

^ ' I ^ dxdy -*-«sin(x+(«-i)w) 

(2.) a>o2iB±yl = y'<- '^^ 

j 6{x6y -w^\\\{x-\'Sv%) 

(3.) ö'oiMjO^y'- g'^' 

I S^xdy -w cos(j?-f *^0 

(4) I ö'o ^^±i^) = y" 'l'I^H!— 

(5.) / ö'o.fctü) = y- (-0^«"'^'' 

l ^ic % -ft> sin (o? + *''•) 

(6.) K'o-^^=^"-tll^, 

(7) fl., ^C'^+y) - i^^ (- i)^«(»^-')y' 

^ -^ \ ^ ^a;(iy - -*-« cos (a; + (» -\) vi) 

(8.) / ö'ol(£±i() = y«' y'«^"^"^^' 

^^% -wsin(a;4-«yi) 

(9.) j ö'o l(^±i() = y- (- l)'g'e(^+'^'r)'- 

^ ^a?% -w sin(a; + m) 



(10.) 



Qa? (?y — cu cos (a? + «vi) 



Diese Formeln sind sehr wichtig. Aus ihnen folgt sehr leicht 
ein grosser Theil der Reihen, welche Jacobi in seiner Abhandlung 
über die Rotation eines festen Körpers (Grelle, Bd. 39) aufgestellt 
hat. Man braucht z. B. nur in (1.) bis (4.) y mit — y zu vertau- 
schen und die erhaltenen Formeln zu den ursprünghchen zu addiren 
oder von ihnen zu subtrahiren und dann die rechten Seiten vom 
Imaginären zu befreien. 

Sie dienen aber überhaupt auch als Ausgangspunkt für die zahl- 
reichen Reihenentwicklungen, welche Jacobi in seinen Fundamenten, 
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grösstentheils auf beschwerlicherem Wege, gefunden hat, und von denen 
die wichtigsten jetzt mitgetheilt werden sollen. 

§.73. 

Anwendungen. 
Entwickelnng der Functionen f, g, h in Reihen. 

Setzt man in (1.) erst y = o und dann x = o und bedenkt^ 
dass Cfo = 60(^06^0 ist, so erhält man die beiden Gleichungen: 

1 1 



^0 6^0 -« sin {x-{'(s — I) vi) 
und fx = .^^ JS'" 



^0 Qo — w sin (s — ^) vi 

wo in der zweiten y wieder durch x ersetzt worden ist. Um diese 
Ausdrücke von ihren imaginären Theilen zu befreien, bedenke man, dass 

1 __ 2 (sinarcosyt — cosa?sinyt) 

sin {x + yi) cos 2yi — cos 2x 

Der reelle Theil dieses Bruches ist offenbar : 

2sina?cosyt 
cos2yi — cos2a; 

Daher ist 

^ 2sina? _„ cos(2S'-l)ivi 

' Qo 6^0 -a> COS (2* — 1) VI — cos 2x 

Aber da 

cos(2*- \)vi = |(e-(2'-0r 4.^(2.4-1).) = |(g2.-i ^ ^1-2.)^ 

so wird 

' ^0 6I0 -^-ca 1 — 2g^*+» cos 2a? + 9**+^ ' 
Der zweite Ausdruck für fx wird; 

^ _Jf_ ^^ sin(2f + l).r _ 4 a, g^+^sin(2^ + l)a? 
' ^0 (|o -^0 sin (* + i) vi Qo (?o -^0 1 - 9^'+* 

Es war aber nach §. 51 : 
also ist 



Reilien«ii twiokla ngen . 
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i^oCiofx = jr-sincp = ■% \--^. r+ i rH — 



- ^""* 1 _2«cos2a:4-o' + 1 -2a» 



9*(1 + ?') 



+ 



9*(i + g') 



ro+-} 



\l—2qcos2x+q' ' l—2q*cos2x+q'''\—2q''cos2x+q 

FQr q) = In ist auch x = .Jti und daher erhält man aus diesen 
beiden Reihen: 

iL 4.-?! 9L_j.... 



2ji: 



^_?^ 



_ 9 



1-9 
I 



1— g' ' 1—9* l—q' 



A 



M-1—4-- 
^14-a'^l 



S 



,+r4^.+ 



1+9 ' 1+9* ' 1+9' ' 1 + 9 
Die halbe Summe dieser beiden Reihen giebt: 



• • • 



kK 9* I 9* , 9^ I 9 



= -1—4- y I 11 L-l- u... 

2;f 1 — g'^1— g««^l— 5»«^ 1 — 5''*^ 

M — g«^ 1—0**^1 — </"^l — <7" ^^ 



= 9* + 2gH?? + 2gV + 2gV +3gV + 2gV +2gV + 



q" ' i—q'* ' l'-q" ' l--q* 
und die Entwickeliing nach Potenzen von q^ führt zu der Reihe 
kK 
2n 

Ist die halbe Axe derLemnis- 
cate Oi4 = a und ihre Polar- 
gleichung r=:+a}/cös2^, so ist 
die Länge des Quadranten: 

*>;|/l~rr* )^2y yi__isin9» 
Hier ist Ä = /^, also Ä' = /^ = *, daher auch K=K', also 







und 



e-t^ 



»-i« 



?— 4^ 



V yi-isiny' tl +6— ^1 +e-'''^l +6-^- ^ / 

Diese drei ersten Glieder, oder 27rc-i^(l-f-e~2^)' = 2;r}/lgacosa--*, 
wenn c"^ = tg a, reichen hin, um mit Hülfe von Logarithmen zu finden : 
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= 1,3110285. 
Der genauere Werth ist 1,311028777. 



/"dg 



S. 74. 

Aus der Formel (4.) in §. 72 folgl, wenn man x = o, und 
y = ar setzt : 

Setzl man aber in (7.) desselben §. y = o und dann ^n-{-x 
Klatt X, so erhilll man nacb §. 22: 



^-2^ . 



'~«lsin(a! + (« — J)w) 
Sondert man in beiden Formeln die imaginären Theile ab, so wird: 
-/* 4 „^9'+lcos(2a+l)x 

_ 4c03a: yM (—l)'g'+t(l— ?*'+') 

S- 75. 
Vertauscht man in (3.) §. 72 y mit x und setzt dann y = o, so 
ergiebt sich sogleich: 



Setzt man aber in derselben Formel y = ^ vi — ^n und vertauscht 
ar-mit x-{-^n — \vi, so erhält man eine neue Reihe flli- Aa;, namlicli: 



Bedenkt man ferner, 



, , ., sm2ic — sin2ut 

C0t(j:4-Wl) = S-: rf- 

■> ' ' ' cos2yi — cos2a: 



ist, so ergiebt sich der reelle Theil von 



hx=- 



(~l)'sin(2a-l)>i 



a(Cos(2s— 1)m— cos 2a: 
Diese Beihe convergirt aber nicht; setzt man indessen in dieser 
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Gleichuug x= o und subtrahirt sie von der erhaltenen Gleichung, so 
gewinnt man eine convergente Reihe 



ho — hx 



2t sin 0?' 



^0, 



(— l)*cot(«-J>i 



doßio *^-wcos(2*—l)n— cos2a? 

Sondert man nun in den bisher für fx, gx, hx entwickelten Reihen 
die imaginären Theile ab, und stellt die gewonnenen Resultate zu- 
sammen, so erhält man folgendes Formelsystem: 



(1.) 



(2.) 



_>iy.c or+*sin(2^ + l)^ 
"" -^0 1— g-^^+i 

/. ^ «CO cos(2Ä4-l)a: 

cosflp = Oo üogx = 2^ — 7 — r—rr-r 

-r ^ ;f "^-w cos(Ä + ^)vt 

_ 4 c .r+^ COS (2^+1)^ 
■~ -^0 1 -I- (i2*+i 



2kK 

TT 



(3.) 



(4.) 
(5.) 






n 



— w COS^Vt 



+ q' 



6io€iofx = 4sinx^*^:; o 2.ii ^ . \^.4.2 

^ ' '^o 1 — 2gf^*+^ cos 2aj + g**+' 



do^ogx = 4cosj?^**' 



(_l).*gs+4(l__g2,+l) 



(6.) 0oeiohx=^ ^o' - 8 sin a;*^ 



ol--2g^'+^cos2a; + g**+2 

'u(l— g2.,+i)^l_2g2*+^cos2a:+g**+2) 

Wenn übrigens auch alle diese Formeln für die wirkliche nume- 
rische Berechnung in der hier gegebenen Gestalt benutzt werden 
müssen, so sind doch für algebraische Rechnungen ihre mit dem Ima- 
ginären behafteten Formen vorzuziehen. 

Setzt man noch in den Formeln (1.), (2.), (3.) ^n — x statt x 
und benutzt $. 23, so ergeben sich folgende drei Formeln: 

2kK cos 

^ = Q0Q0t- = 4^"'^ "-^^ — , 



(7.) 



(8.) 



(9.) 



2*A^Jr sin y ^ ß _ ^^ {--\yq^+^^n{2s+\)x 

n J(p ^ hx"' ^0 l+g^*+A 

2k'K 

n 



Jq> hx ' »' 1+9^' 



Schellbacb, elliptische Integrale. 
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§. 77. 

Setzt man in den Formeln (9.), (5.), (2-); (1^>'X (3-)' (^OJ C^O» 
(4.), (3.) stets y = o und in der (3.) x = o, und dann y = in + x, 
so erhält man sogleich folgendes Formelsystem: 

(1.) — cota) = öoQoV = « -i "^7 — rTT\ 
^ ' n ^ fx -'>'sm(a!-l-«i'j) 

^ (— l)'g2s 
= cota; + 4sin2a;^^ l_2g2»cos2x+9*^ 

.2.) 2j[a^= 00^0^=2;'- -4=:J^^ 

^ -' TT sin y ^ fx ^-«sm(a; + si't) 

,^ X 2/if 1 /j >j 1 '^w \ 

^^■^ l^^'^'*^^ fx"-^ — sin (X + svi) 

• 1 , , • V- ___9ii±9!:)__ 

= ÜJ^ "*" ^^ ^ i 1 - 2g- ^ cos2a; + </*^ 
(4.) -^tgy = ^«^0^ = -»«"-^-<-c"os(x+sri) 

= tg a; + 4 sin 2x Z, 1+7^^-+^ 

= "^^^ ^ ' 1 + 29'- cos 2x -I g*- 

(®-) "^~ 33^ = ^^ ^"^ ^ ~ ^- cos(x + sn) 

^+4cosa;^j r+2g^cos2a; + ?»" 



cosa; 



„^ 2Afc'£'sina7 a a f^ -• ^«o C '/ 

= 4cosa;2;^^ 1 .^ 2g^-' cos 2x + g*»-^ 

.„, 2ütfi'cosa) „ fl„9'^_ v" ^ 

(^•) IT ^ "^ ^^ Äi - ^ -' füs (X + (« - i) vi) 

_ 4C0S j ^ ^^ 1 + 2g^'- ' cos 2x + 9*"-- 
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(9.) !*:^._;- =00^0 1=2;- td)!^«^ 

§. 77. 

Der weitere Fortschritt in diesen Reihenentwicklungen wird durch 
eine Gruppe von Formeln vermittelt, welche zunächst dargestellt wer- 
den müssen. 

Nach §. 70 N. 1 ist 

90 ho _ f^gyhy — fygxhx goho __ fsgyhy + fygxhx 

f{x+y)^ fx^-^fy^ "''^ njc-^y)" fx^-fy^ 

Die Differenz der Quadrate dieser Gleichungen führt zu der Formel : 

\f(x-yy f(x + y)y ifx'-fy') 
da 

^fxgxhxfy gyhy = 4fxf*xfyf^y. 

DifferenzüK man nun die Gleichung (5.) in §. 27 logarithmisch 
nach jr, so wird: 

und wenn man diese Gleichung nach y differenziirt, so erhält man 

(6.) r^(x+y)-j"^(<r-y) =1|/5|^. 

Bildet man also (a.) — (6.) und verlauscht x-{-y mit x, x — y 
mit y, so gelangt man zu der Formel: 

l-'^x-P'^y = ^o*^o*(^,-y)- 

Verfährt man nuu ganz ebenso mit N. 2 und N. 3 in §. 70, wie 
hier N. 1 behandelt worden ist, so kann man, wenn (2.) durch N. 1 in 
$.22 und N. 17 in §.23 verwandelt wird, folgendes Formeisystem 
aufstellen: 

(1 .) e'Ox - V'dy = 6to* Qo' ify' - fx') 

(2.) P'eix - /"ejy = ^0* Qo'(i, - ij) 

(3.) ^"^-''% = Ö'>'««>*(^.-,^) 

(4.) f>^x-ny^öo'^oi±,-l;) . 

8» 
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Für die Formel (1.) ist noch zu beachten, dass 

^o'^o\fy'-^fx'') = do'€io\gx'-gy') = Oo' (io\hx' -hy% 
Führt man in der ersten dieser Formeln y — \vi statt y ein, so 

geht nach §. 23 N. 17 fy in — über inid nach %. 22 N. 2 verwandelt 

ty 

sich lOy in: 

/(-t%.e-7+i»') = /(-i) + iy + |„ + /Qy, 

also muss V[Oy durch V%y ersetzt werden. 

Vertauscht man aber in (3.) a? mit \n-\-x-^\viy so wird 

I 

g {{n -\-x — \vi) = — und ^ (|;r -\-x — { vi) = idxe'^^ ^^, 

gx 

Daher tritt wieder Ü^Ox an die Stelle von P'^x, Wird nun end- 
hch noch in N. 4 ^n—^x statt x gesetzt und (1.) in §. 22, so wie 
(16.) in §. 23 beachtet, so verwandeln sich die erwähnten drei 
Formeln in; 

(5.) l"dx-P>e{y = ^o'fio'(-^,-fx') 

(6.) P'dx- P'^y = öo'^o'(^+«;x') 

(7.) röa? - rtiy = do' So»(Äa:'-^ ^) 

Für y = X gewinnt man aus diesen Formeln noch die folgen- 
den drei : 

(8.) P>fx= eto'^o'(fx'-~) 

(9.) Ifgx = - do' Qo' (</x'+ -Ij) 

(10.) rkx= Öö'^o'r^-Aa;«) 

Da nach §. 26 N. 5 

so erliSIt man aus (9.) und (10.) für x = O'. 
(11.) Qo« = — < V = V'^f* — f'^o 

(12.) (io* = — p'ho = P'00 — re^o 

(13.) Öo*= P'^o-P'fio. 

Mit Hülfe dieser Formeln bildet man aus (1.), (G.) und (7.) lUr 
y = o die Formeln: 



' ■ 1 

I 
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(14.) 6lo' (io^ fx' = P0O - l'Wx 

(15.) 60'eio'gx^ == V^Ox-^Ve^o 

(16.) da'eio'hx' = rdx- l^do 

?ind aus (5.), (6.), (7.) entstehen, wenn man a; = setzt und dann 
y mit X verlauscht, die Formeln 

(17.) ^o'(io^-^=Vf0o^l^x 

fx 

(18.) Oo'eio''^ = v^o-v^eix 

gx 

(19.) öo'^o'^ = r(?a:-/"(?o. 

Die sechs letzten Formeln ersetzen nun mit Vortheil die sieben ersten 
dieses Paragraphen. 

Da die DifFerenzialquotienten ffo, ß!o, Q'o verschwinden, so hat 
man sogleich noch folgende Formeln 

(.0, m = ^; .,» = ^; r,» = ^ 

Vertauscht man in den Formeln (14.), (17.), (15.) und (18.) x mit 
\n — X und in (16.) und (19.) mit x — ^vi, so erhält man auch die 
Gleichungen 

(21.) e^o'^o'^^V^Oo-V^eix 

(22.) 6I0' eto' —T = i"0o - re^x 

gx 
(23.) öo' ^0' -^ = Z"^a; - V%o 

(24.) öo'^o'^ = r(?o-/"^a! 

(25.) Öo'^o'-^ = <"^o-/"^a; 

jx 

(26.) ^0» <jo' ^ = /«^o _ f '^. 
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§.. 78. 
Fortsetzung. 
Es ist 

Die Summe von (14.) und (17.) und von (11.) und (12.) verwandelt 
diese Gleichung unmittelbar in 

/" {dx ((x) + (l'fxy = l" fio (io. 

Verfährt man ähnlich mit den Ausdrücken (l'gx)' imd (l'hjc)*, so ge- 
langt man zu folgendem Formelsystem: 

(1.) i"(exeix)-j-{Pfxy = i"ieio^o) 

(2.) Z" (dx (ix) + (Fgx)' = l" (do ^o) 

(3.) l" (dx Cix) + {VhxY = l"{do Qo). 

Addirt man (2.) und (3.) und benutzt (14.) in 8-77, so wird 

l" (e^x f^x) + {VhxY + {l'gxY - 21' gx l'hx = /" ((?o f^o) 
oder 

(4.) /" («^ Q^) + (/' IJ-J = r' (Qo ^0). 

Diesen Formeln lässt sich mit Hülfe der Gleichungen in §. 25 auch 
eine andere Gestalt geben. 

Vermöge der Gleichungen (3.)i (4.), (5.) in §. 32 ist unmittelbar 

fx 



vhx = - e^o 



gx 
fxgx 



hx 

also 

nx - Pgx == -^r i^o'hx' - eio'gx') = ^^ 
^ gxhx^ ^ ^ ^ gxhx 

und wenn man die ähnlichen Differenzen bildet, so erlangt man die 
Formeln 
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(5.) 
(«■) 




gx gxhx 


('.) 




U- ^ (SSM 


Das Prodiicl dieser Gleichuneeii mit den entsprechepden der vorlier- 
gehendeo Gruppe giebl das Forinelsystem 


(8.) 
(9.) 






(10.) 




%. 79. 


Ans 


der Gleichung 
$1 


Fott«eUQiig. 
= .£" (-l)'e-"'cos2.j; 



findet man durch zweimaliges Oilferenziirea nach x 
6"x = — i^"_ {-!)•«' e-"'cos2sj:. 



Differenziirl i\ 


lan aber Ox 


einmal nach v, so wird 




eox 


£" (-l)*»'c-^''cos2«T, 


also ist 
(1.) 




-gr = '"■■■■ 


Ganz dieselb 


Formel gilt 


für die Utnigen drei Thela 


also 


--^ 


-a'=^-<-^ 


Vermöge (1.) 


ist also 




(2.) 


iBiex 


= ^ = l"äi: + {ieir 



und auch diese Formel ist für alle vier Thela gültig. 
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Da nach der Definition von 6x, S^x, Qx 

ffo = o; Cfo = o; ^^0=^0 
so ist nach (2.) 

'^ = veo; l^ = r«o; i^ = r^o 

dv OV äv . 

und auch 

^^^^^•^^•^^ = vdx ßx + {P dxy + (veixr 
— ^ — = r(QoQo). 

Daher lassen sich jetzt die vier Formeln (1.) bis (4.) in §. 78 in fol- 
gende verwandeln 

(5.) 2 4-l^^ = P0xe(ix 

(6.) 2^j|^ = /'^x/'Qx. 

dv (^oqo 

Subtrahirt man (5.) und (4.) von (6.), so erhält man sogleich 
,_ . a d ,qx „ „„ , o, öfcoso) d/coso) „„ 

(8.) 2|-/^ = i'Ä^/'«^ oder 2-^ = -^<'Qx. 

OV ho OV OV 

Aus (7.) geht durch Ausführung der angedeuteten Diflferenziation 
sogleich die wichtige Formel hervor 

A = ^ve^x, 

OV OX 

welche den partiellen DifFerenlialquotienten von tp nach v durch den 
partiellen Differentialquotieuten von q> nach x ausdrücken lehrt. 

8. 80. 
Mit Hülfe dieser Gleichung lassen sich jetzt noch einige wichtige 
Formeln bilden, die in der Folge benutzt werden sollen. 
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Nach §. 51 N. 15 war 

dx 

also ist nach N. 9 in §. 79 



6o6^ohxy 



Aber 
also 



Ferner ist 



Pfix = Phx + Pdx, 

öv öx 
Kx = — Gio^fxgx = — ^ ^ cos y sin y^ 



also 

(1 .) 2 -^ = -^ /'Öa? ^ Qo* cos y sin y. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit cotqp und dann mit — Igy, 
so erhält man die beiden ersten Formeln des folgenden Systems, 
dessen dritte sich leicht aus (8.) in §. 79 ergiebt. 

(2.) 2-^ = ffei^-«,'e«,' 

(3.) 2^ = rto«!^+«..si.,f- 

(4.) 2J^ = ,».^ + ,...i.,.. 

Zieht man (3.) von (2.) ab, so bleibt 

(5.) 2^^^m- = vdx^^-eix\ 

^ ^ ov ox 

Diese vier Formeln gehen fast unmittelbar in folgende über 

,^ X ^ ösincp „^ ösinop ... , 

(6.) 2 — ^-^- = POx — 3-^^ ^o * sm q> cos y ' 

(7.) 2l^ = /'e>.i|l^ + ^o^cos9,sin^' 

(8.) 2-^ = fö.-^ + ^oMysin^' 

(9.) 2-^ = /'..^-Qo^tg^. 
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, §. 81- 

Fortsetzang der Reihenentwickelungen. 

Wenn man die in den letzten vier Paragraphen gebildeten For- 
meln betrachtet, so zeigt sich sogleich, dass wir, für den weiteren 
Fortschritt, der Reihen für die Logarithmen derTheta bedürfen. Diese 
Reihen lassen sich nun leicht auf folgende Weise entwickeln. 

Wenn man von der Gleichung (3.) in §.16 die natürlichen Loga- 
rithmen nimmt, so erhält man 

Wx = l(q'; 9^) + ^p(l -2g'*-icos2aj + g**-2). 
Es ist aber bekanntlich 

/(l-2acosaj4i«') = -22:^-y-cosäaj, 
wenn a der reihende B«Klfötabe ist. Also ist 

Idx = l(q'] g')-22:^^,"'-^-~cos2(ra?. 
Man hat aber die Gleichung 

-^1^ l_g2a 2sinan ' 

wenn man also ä statt a schreibt, 

, .» ON . «w cos2sa? 

Für X = ist hiernach 

Wo = lCq';q')'-i2;'' .^ . ' 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so erhält man 
die unter (1.) aufgeführte Gleichung des folgenden Formelsystems und 
auf ganz gleiche Weise lassen sich die übrigen bilden. 

(1 .) idx = Wo + %s:"' -TTTT 

(2.) i^x = mo^^^)+^^2, ^\,^il i — - 

0) 



^ . ^.w^w (-iVo^^sinsa; 
(3.) leix = mo cosa;) + %2^^ ^ ^ . — r— 

.^ . ^. ^M (-l)^sin5aj* 
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Die Reihen für die ersten und zweiten Diflferentialquotienten der Loga- 
rithmen der Thetafunetionen sind hiernach 

(5.) /'Öx = 2i2:"-^^^^ 

^ ^ 1 smsvt 

(6.) #4« = cota; + 2f.^*^ ^ r- 

(7.) e^x = - tg.+a,^;«' 7„,^^ 
(8.) f^ = 2i^<-iiÜ!Ü52££. • 

Ferner 
(9.) Wo? = 4i^«l?£l2«^ 

(10.) V'^x =-^+ 4i^" J£^2i2^ 



sina; 1 sin^n 

cos2sx 
cosa?' ■ 1 sin^yi 



(11.) V^dx = L_ + 4*^^ (-l)^^g^c o; 

(12.) f'4a. = 4i^"H):^£^. 
^ ^ 1 Sin An 

§. 82. 

Beihen für die Logarithmen der Fanctionen fx, gx, hx. 

Diese Reihen ergeben sich unmittelbar aus denen für die Loga- 

lithmen der Theta, wenn man die erste derselben von den drei übrigen 

abzieht. Man erhält auf diese Weise aus (2.) — (1.) 

1 
Ifx = Z(öosina?) + f^'*' — -. r-{(-— gV — g*cos2a:— l + cos2Äa?}. 

Setzt man hier x = in und zieht die erhaltene Gleichung von dieser 

ab, so bleibt, da f^Tt = |— ist und 

ho 

cos 25a? — (-1)* = (-l)*(cos5(7r— 2a?)— 1) = — 2(-l)*sin(^7r-a?)' 
(1.) hmw = ll — fx) = /sina?— 4JS ^ /^ , ■ ^ -' 

Ganz auf dieselbe Weise erhält man aus (3.) — (1.), wenn man in 
dem Resultate x = o setzt und die erhaltene Gleichung von der er- 
sten abzieht, 

/rt \ I t/'Q^\ f M ^üj a* sin 5a?' 
(2.) /cos5p = /(^^-) = /cosa? — 4^^ ,/, , z--^. 
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1 liefert die Differenz (4.) — (1.) die Formel 

lJq> ~ /-^ - -8^, '(2s-l)(l-g*'-')" ' 
an kann der Reihe (t.) auch eine andere Form geben. Es ist 
I, -^ Kr « = gleich (i^) ^(^^ISJüL) = ,„,„. 
t aus (1.) für a! = 

man diese Gleichung vnn (I.) ab, so bleibt 

ann der Reihe tlir Ifx auch noch eine dritte Form geben, wenn 
on der Gleichung in S- 16 ausgeht 

man von dieser Gleichung die Logarithmen und wendel die 



/(l — 2acosa; + «*) = —2^'" 
der reihende Buchslabe ist, so findet m 

/(VAsinfp) = t(fx) = l(2qisinx)-\-2j:"^ 



'«(1 + r) 

en Gleichungen des §. 16 ausgehend gelangt man auf dieselbe 
zu den Formeln 

i(|/Acos9>) = l(gx) = l('iqico.x) + 2^'^-^^;^^^ 

tir /((/x) und /(fix) kann man anders gestaltete Reihen erhallen, 
man nämlich in §. 81 N. 1 von N. 3 ab, so bleibt 

I iff* 1 1 ^ »^w g*sin»a;* 

^ go ^ -^1 s(l + (-g)«)' 

lenn man N. 1 von N. 4 abzieht, so bleibt als Rest die Reihe 
, . ,hx „ „„ q"-^h\a('ls — \)x' 

'^»' = ' to = - *-S. (2,-l)(l-,^-.) 
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oder 

Für X == ^Tjn ist auch q) = ^tv, also 

(10.) /(*0 = -8|^4-3(j^) + 5(j^) + -)- 
Aus (4.) wird dir x = ^n ^ 

Nach §.17 geht Qo in öo über, wenn man 9 mit —q vertauscht, 
also geht nach §.51 N. 5' durch diese Vertauschung auch K in k!K 
über, demnach ergiebt sich auf diese Weise aus (11.) die Formel 

^'^'J \ „ )- ^(i~9^3(l-(?»)^5(l~^*)^ 

§. S3. 

Reihen für die Quadrate der Functionen fr> gx^ hx. 

Aus den Formeln (14.), (15.), (16.) des §.77 folgt sogleich, 
wenn man die Formeln (9.), (ll.)> (12.) in §.81 benutzt, 

,. . /2kÄ'V 2 /i s/i « « >,. ^a.Ä(cos25a; — (-1)*) 

(2.) ( ) coso)* = öo ^Jo'öfa;' = 4t^ -^^ -, r^^ — ^-^ 

^ ^ \ n y ^ 1 smsn 

^ g cu ^g^(cos2^a;~ (-l)0 ^ __ ^^ ,, {-\ysq'^\ns{\7t-xy 
1 1 — (p'' 1 1 — q^'^ 

(3.) (.^y^y' = g,'Qo'to' = 1 + 8^; .r(cos2^---(-g)-) . 
Für a; = und y = wird aus (2.) 

^^•^ V2«/ "-^1 1-9*^-» "l-g""*" 1-9« ■''l-g'""^" 
und aus (3.) 

(5.) (^)'= ,+s^:_i£_^ 



i 
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8. 84. 

Reihen für die reciproken Werthe der Functionen f, g, h. 

Diese Reihen ergeben sich unmittelbar aus den Formeln (17.), 
(18.), (19.) des §.77, wenn man (5.), (6.), (7.) und (10.), (11.), 
(12.) aus §. 81 benutzt. Man erhält auf diese Weise 

^ ^ VfT/smy* fx^ smj:* ' i 1 — 51^' 

für X = ^n wird y = ^n und fj^n = ■^, also 

' ^1 1 — g^* 

Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab und wendet die For- 
mel (6.) in §. 26 an, dann erhält man 

(2.) (f ) W = OoW^ = cot.'+ 1 6^;- tlM:^^^ , 

da man nämlich statt cos2Än? auch (-l)*cOs(7r— 2a?) schreiben kann. 
Vertauscht man in dieser Formel x mit ^tv — x, so geht nach §. 23 

QX fx , 

^ in -= — über, also verwa.ndelt diese Operation die Formel (2.) in 
fx yx 

(3.) (SüL)\,. = ...,,.|; = ^,.+ „^. fcite^iii . 

Ferner wird aus der Formel (18.) in §. 77 

r2kfK\' 1 _^^,,^, 1 



(4.) (r2^).^—==do'eio 

^ ^ \ n ^ cosy* 



gx^ 



— +8^~ (-l)*«9'(l-9*cos2ifa;) 



COSiC^ ' 1 l—g^* 

und (19.) verwandelt sich in 

(5.) (jVjry 1 1 ^ .(-I)»,g»(cos2»x-y0 

§. 85. 

Aus der Formel (2.) in §.79, welche mr alle Theta gültig ist, 
lassen sich unmittelbar nach den bisherigen Entwickelungen Reihen 
für die Quadrate der Diflferenzialquotienten der Logarithmen der Theta- 
l'unctionen ableiten. Diese Reihen sind die folgenden: 
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(1.) (röa:r = 16^:?fci5^+l)^si„,.' 

(2.) (Peixy = cotx'+ 16^; i-iy q'^^iA-s+sq^') ^.^^^^^ _ ^^, 

(3.) (p^xy = tgx'+ 162:; tl)Äiz;-i+£?!2sin,x' 

(4.) ' (/'«xr = 162:: ^"'^'"'V-^J'"^'^'^'^ "^ *"'• ' 

S. 86. 
Von den bisher entwickelten Reihen gelangt man durch Diffe- 
renziiren und Integriren zu einer grossen Zahl anderer, von denen 
jetzt einige der interessantesten dargestellt werden sollen. 

Differenziirt man die Gleichung (4.) in §. 82 nach a?, so geht sie 
über in 

f^x ^ ^ _eo q^' sin 29X 

fx 1 COS.JÄVt 

Es ist aber nach N. 3 in §. 32 und vermöge der Formeln (3.) und 
(4.) in §. 25 

^ -^ fx fx f{^yiV 

Benutzt man nun diese Formel und ersetzt in den vorhergehenden v 
durch 2v, wodurch sich q = e""" in e""^'' = q^ verwandelt und Öo* in 
d{o,2vy = Oo6io übergeht, so gelangt man sogleich zu der Formel 

,^ N 2Ä' ^ r. QX , ^(o ö*^* sin 2*0; 

(2.) -_ coty = Öo Qo ^ = cotx - 42:; "VpV^ 

1 cosÄi'i 
Nach N. 16' in §.23 ist 

g(in — x,v—m) __ fx 
f{^n^x,v — m)~~ gx 

Ersetzt man Also in (2.) x durch ^rt — x und v durch v — ni, wo- 
durch g in —q, sin2«a; in (-l)'sin2Äaj und, nach §.18, do€^o in 
€iodo übergeht, so verwandelt sich (2.) in 

(3.) -^tgg) = do^o-L^ = tg.r + 42:^ 1+?^ 
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S* 87. 
Multiplicirt man N. 3 in §. 75 mit der Gleichung 

so ist das Product 

dq> = S —dx 

und das Integral dieser Gleichung 

da die Integrationsconstante verschwindet. Da sich die Function unter 
dem Summenzeichen für s =^ in x verwandelt, so ist also 

.... . 2gsin2a? , 25f'sin4a? , 2ö'sin6a; , 

OO 9>==^+-T+^+2(I+?)+3(Tq^ 

§. 88. 

Multiplicirt man ebenso die Formeln (5.) und (2.) iu §. 76 mit 
derselben Gleichung, so gelangt man zu den Gleichungen 

dg> 0) dx 



(1-) 



cos qp — «> cos (a; + **») 



(2.) JfT-=x'-' (-l)'<fa ^ ^u, dx 

^ '' siny — w sin (a; -|- *''») — «sin(a; + «(»' — tti)i) 

Die Integrale dieser Gleichung sind 

ltg{{u-ig)) = 2:'^Jtg{in-^x-isvi)-{-lA 

oder wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht 

Der Quotient der Formeln (2.) durch (3.) in §.17 giebt aber 

e(x 



also ist 



6ix 



= /7" is(x + svi) 



—CD 
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Für X = ist auch y = 0, daher wird die Conslante 4 = 1, denn 
^in = mTf, da Qa; = QQ;r — a?). Für rc = |7r ist aber auch 9 = i^7r, 
daher wird auch J? = 1 und man erhält endlich 



(3.) 
(4.) 



tg(l«-l9>) = 



_mn- jx, jv) _ fiin - jx, jv) 



et(in—\x,iv) 9{in— ix, ^v) 
'^^^ ^ (ix, iv - im) giix, iv -ini) ' 



fx 



In N. 3 des $. 86 ist aber der Bruch -^^ in eine Reihe entwickelt 

gx 

worden; wendet man die dort gegebene Formel auf unsre beiden 
letzten Gleichungen an, so erh&lt man, wenn noch N. 6 in §. 25 und 
$.18 benutzt wird. 



(5.) 
(6.) 






9' 4- "l 



Für x = i7t ist auch y = ^n, also nach (5.) 
Für a? = ist auch 9 = 0, also nach (6.) 

Vertauscht man q mit — g, so gehen diese Reihen wechselseitig 
in einander über, was sich übrigens daraus ergiebt, dass nach §.18 
N. 4 ^(o,y) = Q(o,y— Tri) oder Q(o,y) = ö(o,v— Tri) und g = e~^ 

Vertauscht man x mit n-—x, so geht (4.) nach §.23 über in 

fiin-^jx, ^v—jm) __ g(ix, jv—^m) _ 1 
g (in—ix, iv—ini) flix, iy— im) tg iq) 

Wenn man also diese Vertauschung mit x vornimmt, so muss 
man dieselbe auch mit '9) vornehmen, also q> durch n — 9 ersetzen, 
um wieder eine richtige Gleichung zu erhalten, eine Wahrheit, die sich 
auch unmittelbar aus der Betrachtung des elliptischen Integrals erster 
Gattung ergiebt. Durch die angegebene Vertauschung geht also (5.) 
über in 



tg(i^ — 19>). 



(9.) 



— cotaop =,cot4a? — 4J^" , , ; r- 



S c h e I Ib ach , elliptische Integrale. 



r.,. 



.^ 



i 



■■«( 



■•II 



■'Si 



HV 



1 



.H- 



■.'40 



'-■ "Vi 



' -■'vi 
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Die Summe von (5.) und (9.) liefert auf der Stelle 

(lu.) : — = -: r^-i A Tr~i — i. • 

TT smqp smo; i i — ^f^*-* fx 

Benutzt man die Formeln 

gx = e-"*'^f (-Jtt — ir> v — m) 
und 

so geht die (10.), wenn man x durch ^n-^x und v durch v — m 
e*»setzt, sogleich über in 

(11.) 2yg 1 ^ ^otjo ^ 1 . ^co H)^g"^-^^cos(2^-^i)iP 
n coscjp ^ cosa? i l-t-^^'""* 

§. $9. 
Auch die i^eciproken Werthe der Thelafunctionen lassen sich in 
Reihen entwickeln. Für ^a? findet z. B. die Formel Statt: 

1 1 ^cü cos«W 



= -iz-n 



Q^x Qo — w sin(a?-|-sv«) 

und man kann hier, wie Wir weiter unten zeigen werden, unmittelbar 
annehmen, es sei , 

1 ^yw ^s 



=! 



Q^x —(Ji sin(a? + *^) 

Der Goefficient As lässt sich dann durch die Gleichung bestimmen: 

sin,(a? + sn) \ 

B^X ) x^—svi 

Nach §. 22 N. 6 ist aber 

e,x = (-l)*g^%2*^'Q(ir + sn). 

Setzt man diesen Werth von 6^x in den Ausdruck für As ein, so hat 
man den Werth des Bruches 

sin (x -\- svi) 
6^(x-\-svi) 

zu bestimmen, deti er für x = — svi annimmt. Da er unter der Form 

— erscheint, so ist sein wahrer Werth 
o 

COS(iF + *^*)l 1 



j cos(a 

\ ejix 



Es wird also 

' (-1)' f' e"^'*^ e^'o A'o ' 
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folglich, wenn man für A^ seinen Werth in die obige Gleichung ein- 
führt, 

(1.) |i=^<- (-W 



C(x -w sm(X'{-svi) 

Befreit man nach den Vorschriften, welche in §. 73 gegeben sind, den 
Summenausdruck von seinem imaginären Theile, so findet man 

Da 61^0 = donatio, so erhält man aus dieser Formel flir x^^n, 
weil nach 8-22 Q|7r = ^o ist, 

00^0 = d{o,2vy = 1 + 42;; il^«^. 

Vertauscht man hier v mit ^v, also q mit 9^, so ergiebt sich die Reihe 

(3.) öo' = 1 + 4^" ^"4f-r- 

^ \l + q r+g*"^l+g' 1+9* "^"V 

Die Vergleichung dieser Formel mit N. 8 in §. 88 lehrt, dass 

9 ?!_+_?! 9L+... 



1 + y l+g« ' 1+9» l-t-9' 






l + q l + q* ' 1+9» 1 + 9' 

Ersetzt man in N. 1 das x durch o; — ivi, so fmdet man mit Be- 
nutzung von (1.) in §. 22 und einigen schon oft angewandten Trans- 
fonnationen 

^ ^^ öa; "^ ^0 1— 2g2*+^cos2a? + g**+2 * 

Setzt man auch hier o? = 0, benutzt N. 7 in §. 25 und schreibt dann 
2y statt V, so gelangt man zu der Formel 

(5.) (|o. = 4^«(.l).j±^,iO*+i)\ 

Aus N. 8 in $. 76 ergiebt sich für ^ ;=: a 
(6.) ^o* = 4 ^"-i 



ül-j-y 



a«+i 
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Nach diesen beiden Formeln ist also 



9^ I 9^ , 9^ I 9 



7 



J 1 1 J 1 1 L 



1+9 1+9' ' 1 + 9' ' 1+9 
.1 + g' »1+9* I «1 + 9" v l+9'* , 

oder 

A . _9_ , _9!_ , _?L . ... 



1+g ' 1+9' ' 1 + g» ' 1+f 
_l+9' ^.1 + 9' I ^., 1 + 9" ««1+9", 

Schreibt man in (2.) und (4.) ^jt — x statt x, so erhält man 
noch die beiden Formeln 

^ '^ ^a;~cosaj+**'°^'^-^il+2g^cos2a!+^* 

(8.) ^ = 2^" (-1)V*+«'(1 -9*^+') 



^ '"0 14- 2g**+^ cos 2x + g^+» 
Für a; = und 2v statt y erhält man aus (8.) die Formel 

(9.) ^(i«)' = 2j;;(-i). j«=^+i)'l^^. 

Der bessern Uebersicht wegen stellen wir die gewonnenen For- 
meln hier zusammen: 

^ ^^ dx -^-cü sin (a?+(Ä— i) n) "" ^^o 1 — 2<f^*+^cos2a;+g**+2 

^ ^^ ^a; "^-a,sin(a?+5n) sina? ^^^^^^-^i i -2g2*cos2aj + g*^ 
^ '^ ((x '^-cocos (a? + svi) cosa: ' "^i 1 + 2g^*cos2a; -f qf*« 

^ *^ ^a? ^-ü,cos(a:+(5-|>i)"" -^ül+2?^*+icos2a?+g**-+-2' 

lieber die hier benutzte Entwickelungsweise ist zu bemerken, 
dass sie nicht, wie die in §. 66 angewandte, auf der Formel beruht, 
welche etwa einen Bruch von der Form 

1 

sin (a — x) sin(6 — a?) sin (c—a?) . . . 




xy ^n(b~x)'^ &ia(c-x)' 

rn dass sie nur deswegen gelingt, weil man nach 



• 1 — 2?^ cos 2»+^' 



'i2(cos2«M~cos2aj} "^i cos2m— cos2jj' 
statt cos2a;, so hat man nur einen Bruch voi 



(a—y){b — y){c — y)... 
ilösen. 
in unserem Falle erbalten 



--~X 



(2 sinx sin (x -\- svt) sin (x — $vi)i 

-(-iyg"-^-(l~?^}(l-g*') 
se 

l — 2q^'cos2x + q*' 
iher nichts anderes als die Iteihe (1.) in etwas 
ie man sogleich hemerken wird, wenn man die 
cirt, dann 1 — cos23; statt 2sin'j! schreibt, und 

fff'') = i+^;(-i)'r'-'+<(-i)'r'+'=o 

S- 90. 
en, welche nicht ohne practischen Werth sind 
;apunkte darbieten, wenn man aus der Gleichung 



f9 ds 
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die Amplitude (p in eine nach Potenzen von u geordnete Reihe entwickelt. 
Um eine solche Entwickelung auszuführen, verfährt man am bequem- 
sten auf folgende Weise: 

Man bezeichne das Differenziiren nach u durch Accente, so ist 
nach Maclaurin 

Nun isl^ 

('•) (§)' = < = l-ft'si„9>». 

Für q> = ist auch u=: o und daher qpj, = 1 , wenn bei der 
Wurzelausziehung das positive Zeichen vor der Wurzel gewählt wird. 
Das Differential der (2.) ist 

y"=:— ^ft«sin2y. 

Setzt man aber lieber 2q> = tp, um bei dem weiteren Differen- 
ziiren zu grosse Zahlencoefficienten zu vermeiden, so wird 



-5-1^" = — sint// 



— t^'" = —cos 1^.1^' 

1 
TTj-i/;'^ = sin?^.i//"— cost/^.i//' 

-i-i^v =sini/;.3t/;y + cost/;(i/;'*—^'") 

1 



.2 



1//^' = siiit//(3i^"'+4^^"'— t;>'*)+cosi/;(6V»"V" — V'") 



^tp^"= siTif(2xf)"tp"'+^xp'''—2xf>'*tp") 

Aus diesen Gleichungen folgert man, wenn man wieder tj) durch <p 
ersetzt: 

y« =0, 9>'. =1 

g>': =0, < =-*' 

9)^=0' < =ft'(4+&') 

y;^' =0, «)pJ"=-fc'(16 + 44Ä'+**) 

y^"'= 0, ?>;;=' = «;• (64 + 912Ä»4- 408 *«+*•) 
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, = a-*'|J+*"{4 + »')|^-S'(t6+44S'+S')^ 

+ *'(64 + 912'>'+408*'+*')^ 

Beihe schliesst man ferner 

Bin» =«-(!+*•) |j + (l + 14*'+*')|5 

l'+135S'+*'>HJ+(l+1228V+5478*'+12!8*"+i')|5— • 

letzten Reihe gelangt man schneller direct auf folgendem 
setzt man sin 9) durch x, so hat man 

'= a^' = (1 -a:')(l -*■»') = 1 -(1 +*•)»!■+*•»' 

I" =2li'»'-(l+*> 

*>» =6*'(2a!«"+«V') 

ftV" =6fc'(2a!"+6a^«"-t-a;V") 

fc'y* =6Ä'(12a:'V'+63;z;"'+8a!a!'a!"+a;V*) 

-A*>E* =6ft'(30a/a;"*+20a!'V+203a:"j;"'+10ay!'ic"'+a:'a;*) 

■*>"=6*'(30a!"'+lS0a!'x"»"'+30i'V'+20aa!"" 

+ 303!iE"a;'^+ 12 a:a^a:^+ a; V). 

i>™=6*'(210a/'V'+21Ca!'a/W+140«'«'""-F42a^V 

+70j!a!"V+42;ca!"a;''+14ar3r'3:*'+a:V") 

estimmung der Coeflicienten der einzelnen Potenzen von u 
chter, da durch das Setzen von u^^o etc. weit mehr Glie- 
winden als bei der vorigen Entwicklung. Man findet so 

= 0. «;, =1 

= 0, «;" =-(!+*■) 

= 0, »; =l-fl4*'+*' 

= 0, , x;" = -(l + 4')(l + 134li'+4') 

= 0, i"« =l+1228*'+5478*'+1228*'+i* 

oder sin^ die unter N. 4 angegebene Reihe. 
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Es ist nicht ohne Interesse, dass man aus der Reihe (3.) für q> 

sogleich eine andere für cos 9) ableiten kann. Ersetzt man nämlich in 

1 

dem Integrale (1.) ^ durch -r- und u durch ku^ so möge dadurch w 

k 

in \p übergehen, so dass 



(5.) 



ku = 






oder 



— /ÜL_*__ 



wird. Nach N. 3 ist also 



V = *a-*-?^ + Ä(4Ä'+l)-^-fc(16*«+44fc'+l)yJ + 



3! 



51 



folglich 



Setzt man aber, in dem Integrale N. 5 

sins = ftsiny 
so wird 

ds __ dy 

yF^^sinV "~ yr^Ä'siny»* 
Für a = wird y =^o und für » = i/; werde y = ^, so dass die 
Gleichung stattfindet 

(7.) sini/; = &siny 

und das Integral (5.) sich in 

"■"jfyi-ft'siny« 
verwandelt. Nach dieser Gleichung ist nun 

und nach N. 5 ist, wenn man (6.) benutzt, 

k'— sin 1/;' = &'— fc' sin 9' = fc' cos^)' 
also 

(8.) cos 

Mit Rücksicht auf (6.) ist also 

(9.) cosy = i_|! + (l + 4*')Jj-(l + 44Ä'+16ft*)^ 

+(t +408ft'+912fc*+64Ä»)|j 



©■= 



1 d\b 
^ k du 



W 



w 



^L. 
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Dass die Coefficienten der Reihe für sinqp in N. 4 symmetrisch 

gebildet sind, ergiebt sich aus dem Integrale (1.) direct, wenn man k 

1 

mit -^ vertauscht und dann ku statt u setzt, wodurch sich das Inte- 
k 

gral nicht ändert, wie die soeben geführte Rechnung beweist. 

Die Reihe für sin q> kann man jetzt auch so entwickeln, dass man 
(8.) differenziirt, wodurch sich 

_ 1 d'?// d(p 
^ k du^ * du 

ergiebt, so dass man also die Reihe welche sich aus (6.) durch Dif- 
ferenziiren nach u ergiebt, nur durch das Diflferenzial der Reihe (3.) 
zu dividiren braucht, um die Reihe für sin 9 zu erhalten. 

Aus (3.) hat man sogleich die Reihe für J(pz=:z--I^^ nämlich 
(10). ^9 = l-*'|j + *^4 + *»)|J-A'(16+44&' + *^)|J + *.- 

§. 91. 

Entwickelt man jetzt die Gleichungen (1.) und (3.) in §. 75 nach 
Potenzen von x, so erhält man Reihen, deren Coefficienten sich mit 
den soeben unter N. 4 und N. 10 gefundenen vergleichen lassen. 
Man findet 

^o'änv = 42;; j^^ {(2*+l)x-(2,+l)«|j+(2,+l)'fJ— •! 

^o'^v =*^:tt¥-'1' -(2')'fi+(2»)*T! -(2*)'fr+-l 

und die Vergleichung dieser Reihen mit denen in N. 4 und N. 10 
liefert, wenn man u durch seinen Werth jrQo^ ersetzt, unmittelbar die 
Gleichungen 



^ 
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Solcher Reihen Messen sich durch die hjer benuUte Methode offenbar 
noch eine sehr grosse Zahl aufstellen, wenn man auch die übrigen 
bisher aufgefundenen Reihen nach Potepzeq von x entwickelt, was i^izl 
keine weitere Schwierigkeiten darbietet. 

8. 92. 
Man verdankt^ Herrn C. 0. Meyer den sehr schönen Salz, dass, 
wenn man die Function 

sinqp**cosqp"^qp^ 

^ ^"" (l + asiny)' ' 

in welcher a nur von v abhängt, in eine Reihe verwandeln kann, die 

nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x fortschreitet, sich 

auch eine solche Reihe för das Product 

V0X.U 
angeben läs^t. 

Dieser Satz, von dem wir später eine Anwendung machen wer- 
den, findet sich im 56sten Bande des Borchardtschen Journals, und 
lässt sich jetzt mit den bisher entwickelten Formeln sehr leicht be- 
weisen. 

Setzt man nämlich 

l+asinqp = tt 

und denkt sich a als Function von y, so ist 

ö ,/l \ 1 / . ' da ' d(p\ 

dx \u y u ^ dx ^ 

also, vermöge (1.) in §. 80, 

2 . da a ^ . , . 
= — smop-TT--« — öo*cosop'smQp. 
u ^ dv u 

Multiplicirt man nun diese Gleichung, mit t, die (2.), (3.), (4.) in §. 80 
entsprechend init m, n, r und addirt alle vier Producte, so erhält man 
die Gleichung 

dx dv 



I 



i 

I 
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oder 



(1.) vex^=.%^j^vv, 



2t . da 



wo 

V = (?o* Jw cos y*— (n+r) sin q^'-^ — siBycos<p'| -\ siay-^ 

gesetzt worden ist. 
Es ist aber 

und nach §. 77 N. 14 

F&x = rdo-^Gio^e^o^fx^ = r'do-€to^sm(p\ 
also 

^ (CTÖa?) = i'öa;^ + V{mx--- Qo^siny'). 
Die Summe dieser Gleichung und der N. 1 ist 

A(rröx) = 2-|^ + ir(F+i"Öo-«o*8in«3P'). 
Das Integral hiervon ist 
(2.) VVdx =. yj 2^ + 17( 7+ Wo - Qo^siny*) j da?. 

In diesem Integrale sind entweder die Functionen von np durch die 

Functionen fx, gx, hx zu ersetzen oder de durch seinen Werth > , v, • 

6^0 Jcp 

Beispiel. Es sei m = n=^t = und r=^l, also U=J(p 
und F= — ^o*sinqp'. ^ Dann ist also 

PdxJtp =n 2^^ + J(p(F0o -« 2Q()*sin <p') } dx. 

Es war aber nach §. 75 N. 3 



also 



. 1 «CO cos2*a; 

^ qo -cö cos^i 

djifq> __ i %tft» #sin^ytcosS}5a; ^^^q ^ cos2^a? 
<9v "^ Qo' -w cosm* 2Qo' -w cosm ' 



daher ist 



( \ 2 /*^^y dx = ^ y:"^ sinmsin2ga; (j^'o g, sin 2sa? 
^ '^ J dv ^0* -ta <cosm' 2Qo' -««cosm 
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und 



(b.) • A^-=w^il 



sm2«a; 



2Qo — w scossvi 
Setzt man nun (a.) und (b.) und N. 12 aus $.77 

Oo Viq 
in N. 2 ein, so wird, da die Gonstante der Integration verschwindet, 

VOx.Jtp 
% ^^ sinmsin2^a; , go* ^^u sin 2sx Jo*/«^' .o^\ 

Schafft man dann das Imaginäre fort, so erhält man endlich 



~-2:"g*(^^Ysin25a:. 



§. 93. 

Die Entwickelnng der Tbetaftmctionen nach Potensen Yon x, 

Vorbereitang. 

Multiplicirt man die Formeln (14.), (15.) und (16.) in §. 77 mit 
dx und integrirt dann von a: = bis x=^ in, so ergiebt sich, weil 
Pdo und Vd^n = P^o verschwinden : 

eto*eio\/'fx'dx = in^do, 



(1.) Uo^eto^J'gx'dx = -iTir'Qo, 

ü 







Ersetzt man hier 



öa?, /b, gx, hx 
durch ihre in §. 51 unter (13.), (14.), (15.), (16.) gegebenen Werthe 



dq> 



, -f— sinqp, go cos q), hoJq>, 



(io^Jq) ' ho 

schreibt dann X statt ä', also -^-r- = ^ und -^-r = 1 — X, dividirt 

qo qo 



Beiheaeutwickelaogen, j^t 

indelten Gleichungen entsprechend durch Qö*, ^o*, 
irt schliesslich beide Seiten derselben nach X, so 
le Gestalt an: 

^siny'^y _ d / C'do \ 

iX -"^^'öAMo'/' 
J,cosy'8y _ , 5 ( V'%i- 

ile auf der lin 
Es ist nämlich 
: X — Jifi'' und 






j^ - '•" ex V 

le auf der linken Seite lassen sich nun ziemlich 



dj(p sinqp' 

~5I IJf ' 



die Gleichungen (14.) und (23.) in $. 77, so vei*- 
echte Seite dieser Gleichung leicht in 



Qo' /, , fhX\r, 



! (f i*)'" = m In — r*o = — 2»» = 0, 

(4.) die Fnimel 

Weise findet man aus den Gleichungen (5.) und 
leln 



lAn' ~ S1.\ öd' /' 



" SX \ 6fi' 

ax^ 



,„ . a (t%<,\ 
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Es ist aber nach §. 79 (2.), welche Formel (tir alle vier Tbeta gilt, 

4 -^ — = r^o und 4 ^ = r qo ; 

alsO; wenn man die letztere von der ei'steren subtrahirt und (13.) 
in 8.77 benutzt 



oder 

dv" 2 



ö*==_-4öo* 



und 

Mit Hülfe dieses Werthes von dl verwandelt man die Formeln (7.), 
(8.), (9.), wenn noch 

y = 4jU 

gesetzt wird, in 

I 

Bezeichnet man nun 

V'do^A, Ffio^B, V^o^C, 
so wird nach §.79 (11.), welche Formel für alle Theta gilt, 

(^^•) ^i;r=^^''' ^ir=^^''' -ä;;r=^^''' 

und wenn man 

2^0*^* = a^ 



setzt, so wird nach (11.) 

(16.) -^ = 24'-a. 

Es ist aber 



.iV 
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und nach (11.), (12.) und (13.) in $.77: 

(17.) \c=A^€to\ 

( ß = C- do'; 
folglich 

also 

(18.) ^ = 8ail-a6. 

Femer ist 

= 16((^o*4-Qo«)^-2^o*Q<»*) = 16(1*^-«); 
also 

All 
(19.) -|^==46il-16a. 

Mit Hülfe der drei Formeln (16.), (18.), (19.) kann man nun aus (14.) 
die nach fi genommenen höheren Ableitungen der Functionen do, flo, 
Qo sämmtlieh entwickeln. , 

§. 94. 

Die Entwiükelungen. 

Nach diesen Vorbereitungen lassen sich nun die Entwickelungen 
der Thetafunctionen nach steigenden Potenzen von x ausführen. 
Für alle Theta ist 

also 

*^=öi;?-' ^^ ^-öi^T' ^"=ö^' ^"=0;;?^ 

und 

(l»+l) p»+i) (»«+») (s») 

• öo =0, Qo =0, Qo =0, f(o =0. 

Man hat also nach Maclaurin die folgenden vier Reihen: 

^ , . ddo x' d'Oo X* , 

^ -, , ö^'o »» , d'efo x" . 
. . . ÖQo x' ö'^o x' , 



144 BeohsMi A.bMhiiitt 

Beschäftigen wir uns zunächst mit der ersten dieser Formeln, so 
würde die ganze Arbeit nur darin bestehen, die hßlieren nach fi ge- 
nommenen Ableitungen von 60 zu bestimmeu, was mit Hülfe der 
Formeln 

(1.) V'6o = A, ^ = Ado, 2^o*^0' = a, 4(^o* + Qtf') = fc 

und 

(2.) 1^ = 2^*-«, ^ = SaA-ab, -|*- = 4M-16a 

geschehen kann. 

Man findet durch sie 

d'do 
d*do 



= eo{3A'-aA+QA{2A'-a)-8aÄ-\-<A\=do{ibA'-i5aA+ab}, 
= do\l05A*-2l0aÄ' + 28abA~a'-ab'\, 



-^ = Öo{945J>-3150a^'+630aiA'-45(o'+a6')J+6a'6+o6*l. 



Das AufTallende bei diesen Formeln ist, dass die CoefGcienten der 
verschiedenen Potenzen von A, abgesehen von den Vorzählen, die- 
selben bleiben, nämlich 

1, 0, a, ab, a'-\-ab, Qa'b + ab', 51a'4-15oV-f o6*, ... ." 
Die Nothwendigkeit dieser Erscheinung lässt sich nachweisen, wie 
Jacobi in einer Abhandlung Über diesen Gegenstand im 54. Bande 
des Borchardtschen Journals gethan hat. Aber wir müssen, aus Mangel 
an Raum, den Leser auf diese schOne aus dem Nacfalass Jacobi's 
gesammelte Arbeit selbt verweisen. 

Auf dieser Erscheinung beruht es nun auch, dass, wenn man die 
Reihe für dx nach den erwühnten Coefficienten ordnet, sich der Factor 
e*-*-*' absondern lässt, so dass man für dx folgende Reihenentwicketung 
erhält 
(3.) dx = 
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§. 95. 

Nach (12.) und (14.) ia §. 93 ist 

wenn man 

(1.) 2do'eio' = a 

setzt. Es wird dann 

da 

Setzt man also 

(2.) -A(do'+(io') = b, 

so erhält man 

da 

-^ — = 8aB — ab 
diu 

und 

-^ = ~16(öoM + ^o*C) = -16(öo*B + Qo*Ä + 2öo*(^o*) 

= 46Ä~-16a. 

n- ^ • «. Ö5 da db , , 

Die drei für -^, -^, -^ gefundenen Ausdrücke sind aber mit 

den in %, 94 unter N. 1 und N. 2 erhaltenen identisch, wenn man B 
mit A vertauscht. Daher gewinnt man aus (3.) in §. 94 sogleich die 
EntWickelung für Qx, wenn man nur B statt A schreibt und für a 
und b die hier unter (1.) und (2.) gegebenen Werthe substituirt. 
Ebenso findet man 

wenn man 

(3.) 200*^0* = a 

setzt. Und hieraus wird . 

Sa 
-^ = 8do*€io\A + B) = 86o*^o\2C+ 6(0* - do*). 

Setzt man nun 
(4.) 4 {^0* - do') = b, 

so erhält man 

db 

= 4fcC— I60. 

Sebellbach, ellipiiscbe Integrale. 1 



Secliater Absohnitl. 
I hier sind die Ausdrücke für -tt—, -^r-, -^ — ganz dieselben, 

Oft Öfl Oft 

ilie unter N. 1 und N. 2 In §. 94, wenn man A mit C vertauscht. 
Die iiTiler N. 3 nurgeführle Entwickelung für dx gilt also fiir die 
Kunclionen dx, ^x, ^x, wenn man nach der Reihe annimmt: 



Ä = reo 


6o 


, » = 


2(io'^o 


, 6 = 


4^0' + 4^0'; 




Ä = l'H« 


(jo 




2^o'«o 


, i = 


-4^oi~49o"; 




Ä = ("«0 




, « = 


2eo'S<i 
S. 96. 


, * = 


— 4eo' + 4Qo'. 




üni % in 


Oer vei 


anglen 


Weise eiitwic1{eln 


zu kennen, niuss 


man 


die höherf 


n Ableitungen 


von ^'o 


nacti ju 


vei^ehaffen. Es ist aber 


S. 32 N. 
















a 


Oo^ot 


o = 9o«o^o(^ + B + C) 





'o{3/l-^o'-«o') 
= ^'o(3B + ^o" + «o") 
= ^'o(3C— Öo'+So'). 

t man nun 

^o' + ?o' = A «o' + öo' = — |S', -öo' + So'=— />"; 

irhalt man drei verschiedene Ausgangspunlite nir die Entwicielung 

—TT , niimlieh 

^ = «'«(3^-« = ^'0{3B- « = fo(3C-«. 

Benutzt man den ei'slen, so ßndet man mit Rücksicht auf die 
nein in §.94, nach welchen ß = ^b ist, 

^ = «'.(3^-«. 

S^ = ^'onOSA'- imßA' + 21(11 + ß':iA-3aß - ß"), 
dfi' 

a den Wertli 2§o'^o* hat, wie in §.94. 
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Setzt man diese Werlhe in die Reihe für 6(x ein, so lässt sich 
wieder der Factor a*^^* absondern, und nian findet: 

Benutzt man die beiden andern Ausgangsformeln für -^— , so ge- 
langt man noch zu zwei andern Entwickelungen, deren Darstellung wir 
aber dem Leser überlassen müssen. 
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Darstellung von a + bi durch die Functionen 

§. 97. 
Wir kehren zunächst zu §. 34 zurück, wo gezeigt wurde, wie 
man aus der Gleichung 

durch die Formeln 

tgy = /?^ und ^» = Är 

die Winkel <p und xfj aus den Functionen /"(a?, v), 9(x,v), h(x,v) 
und f{y'^v% g{y\'v^)', h{y\v*) bestimmen kann. 

Einen grösseren Aufwand von Rechnung erfordert die Bestimmung 
dieser sechs Functionen aus den Winkeln y und \p. Wir wollen 
hier bei der Ausführung dieser Rechnung statt der dort gebrauchten 
Bezeichnungen ims lieber der folgenden bedienen: 

(1.) X -{-yi =ä; x--yi =t 

(2.) cp + i}fi = a; g) — tpi = T 

also 

I k 1 

(3.) fs = Vhsina; 98 = y—cosa; hsz:^—^G 

I k 1 

(4.) ft^Vhsim; ^ = y_cos2r; kl=: — dT. 



10 



» 
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Nach §. 26 finden die Formeln statt: 
(5.) &f + &'Ä^ = l; f + k'9' = k; h'^kg'=h!. 

(6.) Ä'r+*r = l; f'+ksf' = V; K'-Vgf'^k. 

und nach N. 8 in §. 34 war hiernach 

(7.) r(i-A'V) = ^?; 

(8.) Ä'(i_Är) = -*:^. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich h und Ä' als die Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung. Die Quadratwurzel, welche bei der 
Auflösung erscheint, lässt sich mit Hülfe der hier gebrauchten Bezeich- 
nung in ein Product zerlegen. Da diese Zerlegung nicht immer beina 
ersten Versuche gelingt, und es am bequemsten ist ä'* zu bestimmen 
und nicht Ä^ so wollen wir sie hier ausführen. 

Aus den Gleichungen (7.) und (8.) erhält man sogleich 

2cost//e 
1 — cosacosT + (k^—k^^) sinasin^ 

Setzt man nun den Werth von ä'ä^ in (7.) ein, und bezeichnet 
2/iC0Si/;i*Ä'* durch ä, so wird 

ä'— 2i5(l-|-Ä^sin(ysinT) = — Ä'(sina-|-sinT)* 
und aus diesen Gleichungen ergiebt sich leicht 

t/ , A2 l+k^sinasmT + JaJT 
^ ^ ^^' ^ 2kcosxp% 

Die Gleichung (7.) hefert dann: 

(10.) f(x, vy = — ! jTT TTä 

^ ^ I V ' / 2Äcosi/;i 

Dass das negative Zeichen vor der Wurzelgrösse in der letzten Gleir 
chung gewählt wird, ist deswegen nöthig, damit fx, für 9 = 0, ver- 
schwindet. 

Der bequemen Uebersicht wegen stellen wir die Werthe, welche 
sich jetzt sehr leicht für die Functionen f, g, Ä, f, g^, A' ergeben, 
in Folgendem zusammen, wobei wir uns noch der Bezeichnung 

ü 
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• « i+kfsft-k'kskt 

fcsinr — SAcosi/jt" 

k ^, kqsat^k'-'rhsht 

— C0S|' = o. r-, 

1^ gsgt + k'fsft + khsht 

\' ^ 2fccosi//i' 

os<it4-k'fsft~khsht 

kasal — k' — hsht 
cosw'' = " "„, , .a 

' 2KC0Sl/«t 

.. , ,,, l^kfsft + k'hshi 

■^("S'^) = 2*^^iVi? 

durch ihre Werthe, so kann man also die 
', h\ durch die Winkel tp und i/» ausdrücken. 

S. 98. 
;raphen geführten Rechnungen lassen sich 
icmeren Wege ausfllhren. 
1 unter N. 8 die Formeln 



cosa 



kl'=-ilgipi. 



" COS^rt ' 

mein (5.) und (6.) in §. 97, so lassen sich 
e Weise auflösen. 

,") = k"+kk'g--kk'g"~'kygr' 

= k"+k{_k-n-k{h"^k)-kyg" 

= i-ft(r'+A")+A'(i-!;V')- 

)=l-AT+r(l-/sr"). 

oder durch Vertauschung von v mit *' und 

= \-k'T-\-k"(\-9y'). 

(1.) filr diese Gleichungen, so findet man 

:^H-ft'sina'— ft'cosqc'tßii/i'; 
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und wenn man die Gleichung 

cosxfjt 

zu dieser Gleichung addirt und sie von ihr abzieht und dann die 
Quadratwurzel auszieht, so erhält man die beiden Formeln 



(4.) Vk{k'+f) = /(— \^+ *sing,)'-&'cos9)'tgV»' 

(5.) VHh'-f) = |/(-l^_*8in<py-Ä'cos9,'tgV»'. 

Aus N. 3 ergiebt sich auf ähnliche Weise 

(6.) Vk^ (h + p)= — i-T ^{h'cosxpi — isin xpiy+ k' cos^y"' 

(7.) ^h»{h—f) = --^y'(Ä'cost/;i + *sint/;i)'4-Ä'cos9)' 

Die Summen und Differenzen dieser vier Gleichungen hefern die Func- 
tionen /", h und /^, A' auf eine leichtere Weise als dies vorher geschab, 
aber es war nicht ganz leicht, ohne die vorangehenden Rechnungen, auf 
die Gleichungen (2.) und (3.) zu kommen, aus denen die einfacheren 
Ausdrücke hervorgingen. 

§. 99. 

Mit Hülfe der letzten Formeln ist es leicht, jede complexe Grösse 
a-\-hi durch eine der Functionen f oder g oder h auszudrücken, das 
heisst z. B. aus der Gleichung 

(1.) a + 6i = /"(a? + y«,y) 

in welcher das Element v einen willkürlichen Werth hat, die Grössen 

X und y durch a und h berechnen zu können. Denn setzt man 

nach §. 97 

(2.) a + 6i = /ft sin {q> -f- V^t) 

also 

(3.) a — 6t = /Äsin (qp — \pi) 

so wird für cp = ^rt — x^ 

y/kj^a + bi=^ 2^kcosi(x — tpiy; /& — a — 6i = 2/Äsini(x — V*)* 

yk + a-bi = 2}fkcos^(x + yjiy; Vk-a + bi = 2Vksmi(x + tf}iy 

und aus diesen Gleichungen folgt sogleich 

)/(l/Ä4-<*)^+&* = y'ACsiny + cost/;*) 
/(yk — ay+b^ = yk (cos xfji — sin q>) 
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also * 

(4.) 2i/Äsing) = ]^(Vk + ay+b'-^]/(yk'-ay+b' 

(5.) 2 Vk costpi = ■)/(yk + ay+b'+ ]/(i/Ä-a)'+6'. 

Aus (2.) hat man aber 

a = VÄsingpcost/zi und bi = i/Acosqpsint/;i. 

Setzt man diese Werthe in (4.) und (5.) des §• 98 ein, so' erhält man 
^6^ /'C'^' *■) ^ ein ,^ = >^(^"* + a)'+ fr'- y(fc-> - «)'+'6"' 

V'Ä * }/(AH-o)'+6' + y(**-o)'+6' 

Diese Formeln liefern also die Winkel ^ und rj' durch a, 6 und das 
willkürlich angenommene A;, aus denen man dann mit Hülfe der 
Gleichungen 

die Grössen x und y findet. 

Wie man, ohne die Integrale (8.) zu benutzen, das x und y be- 
rechnen kann, ist im vierten Abschnitt gezeigt worden. 

§. 100. 

Die so eben gelöste Aufgabe, welche bei der Berechnung der 
elliptischen Integrale dritter Gattung ihre Anwendung findet, ist von 
verschiedenen Mathematikern auf verschiedene Weise behandelt worden. 
Um eine andere Darstellung kennen zu lehren, entlehnen wir das Fol- 
gende dem Werke des Herrn Dr. Dur fege über die Theorie der ellip- 
tischen Functionen. 

Wenn ein elliptisches Integral dritter Gattung mit imaginärem 
Parameter zur Berechnung vorgelegt ist, also der Werth von 

»V d(p 



n 



(1 — (a + ß%) sin qp*) J(f 

gefunden werden soll so kann man in folgender Weise verfahren. 

Man setze 

{a ^ ß%)^\\iq>^ = f{a-\-b'%ffx^ = f(a-]'bif k sin q)^ 
also 

(1.) a-{-ßi=::kf{a + biy = k'-kk'g(a + biy=zi-k'h(a + biy 

und 

(2.) a-ßi=l-k'h{a-biy 
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Nimmt man nun an 

jV^ f(a + bi) = ge^' ifk f(a-bi) = ge-^^ 

(3.) UWg{a + bi) = Q'e^'' also (4.) (fkk'9(a-bi) = Q^e-^'^ 
[flP h(a + bi) == ^"6^"' {]/^ h(a-bi) = ß^c-^''^ 

so lassen sich die Grössen q, q\ q», A, i', ;i" durch folgende Glei- 
chung aus (1.) und (2.) bestimmen: 

(5.) jfc'^— a — /?t = ß'*6^i'' 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich 

tg2r = -^^ ; Q^'' = (1 - a)H /^^ 

Wendet man nun die Formeln (1.), (2.), (3.) in §. 30 an, indem man 

^ = « + /** und y=.a — ßi annimmt, so erhält man, da go = ]/ -— 

1 ^ ^ 

und ho=: -jj-, ist 

/•(2a) = UkQqY^^^^^-=^ 



Ist nun 



(/(26', V') 
h(2bi) - -l.*V:!±iV! _ H^b>, V') 



ImiidWjttiiMii 



a-i-U durch die Functionen f, g, h. 



,,'ksmr, 9(2») = )/|-cosy; ft(2.) = ^^y. 



■«^ = ;*^-(^-^'-^")- 



•^ yl — k' sin<p 



?"+?V" 



(i - X'- X") = if{2b', v') = iffk' sin / 



_?ii:£:L,^„(;i_ji'-n 



e 

lelt maa die Formeln (9.) und (11-) leicht in 
tgy = tg2(Jcos(Jl— A' — ;i"), 
sin/' = sin2dsin(Jl— k' — l"). 
diese Formeln findet man die Winkel / imd y' und dann 
nd (10.) die Winkel a und 6, mit deren HUlfe man nach 
130 das vorgelegte Integral berechnen kann, indem man 
. -{- bi statt a zu schreiben und die reellen und imaginären 
iondern hat. 

S. 101. 
irhergehenden Paragraphen haben uns in den Stand gesetzt, 
er DifTerentialgleichuDg 

da „ , _, 



l/1-ft'sino' 
omplexe Grössen sind, oder 

e = if-i-ipi und s =x-^yi 

1 «p und 1^ die Unbekannten x imd t/ berechnen 
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nen. Oder was dasselbe ist, w kÖDoeo die GleichuDg 

y^iw =<*+!")«<«•'>■ 

und y auflösen. 

mutzen wir die bekannten Bezeichnungen 

jü (o, .)• = }■« (o, »•)■ 

(2.) nichts anderes als 

F(f + ,pi, k) = F(g, k) + if (I,, *) = F(|, *) + iF(,', V) 



9+V" i 1 

f dX _ / ■ dl f dX 

J J(X, k) ~J J{1, h) ■'■y /t{X, V) 

Gleicbung lassen sich also die Grenzen | 
;h die Formeln des §. 97 oder §. 98 enge 
ist auch ^ = 0, also 



dieser Gleicbung lassen sich also die Grenzen | und if 
yj durch die Formeln des §. 97 oder §. 98 angeben. 
Ir go = ist auch ^ = 0, also 



ich N. 10 und N. 9 in §. 97 

. ^, 1 — A'sinö' — .4it' „ ^ t t n 

1 ., , 1^ , _ 1 — ft'sinq' + .^g' _ Ja' 

k ^^' ' ~ 2kcosT//i' ~~ Äcosibi' 



(n'k') — — ■■■■ . . ; cosw' = -ri sjnn' 



eos^i ' 



m^' 
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Setzt man 

e'P = tgy, 

so wird aus der zweiten dieser Gleichungen 

cos?;' = sin2y 

und durch diese Gleichung wird das rj* gefunden, welches die Glei- 
chung (6.) befriedigt. In diesem einfachsten Falle, wo qp = ist, 
findet man die Formeln (7.) unmittelbar aus N. 8 in §. 34. 
Nimmt man als zweites Beispiel q> = ^n an, so wird 

I sin 1=1, also ^ = ^u 
und 

(8.) J(i?', *0 = — ^- oder auch sinij' - "^^^^^ - ^ 



Es ist also 



cosi^i ' k' Ä'cos2y 

^""'^ J j{X,h) -^ J{i.k) ^y j(x,kO 

F(in + t/;t, &) = F + iF(ri\ &')• 



oder 



Achter Abschnitt« 

Ueber die Haupteigenschaften der elliptischen In- 
tegrale der drei verschiedenen Gattungen. 

§. 102. 
Wenn man sich in das Wesen und die Bedeutung eines Integrals 
eine deutliche Einsicht verschaffen will, so muss man ganz besonders 
mechanische Probleme studiren, weil bei ihnen die Vorstellungen von 
Raum und Zeit, Kraft und Geschwindigkeit zugleich zu klaren Begriffen 
erhoben werden müssen. Eins der einfachsten dieser Probleme, die 
Bewegungsweise eines mathematischen Pendels zu ermitteln, ist z. B. 
ganz geschickt, die Natur eines elliptischen Integrals erster Gattui^g 
weiter aufzuklären. ^^^ schicken die Lösung dieser Aufgabe als Ein- 
leitung voraus, um später unsere Darstellung an bestimmtere Vor- 
stellungen knüpfen zu können. 



<*aCT^.if- 
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In der Figur sei GO = l der 
Radius des Kreises, und bezeichne 
die Richtung der Schwerkraft g, 
welche auf das Atom C einwirkt, 
das stets durch den Widerstand 
eines Fadens oder Stabes OC ge- 
hemmt wird, die KreisUnie GDEF 
zu verlassen. Befindet sich nun 
das Atom, wenn t Secunden ver- 
flossen sind, seitdem man seine 
Bewegung in dem Kreise beob- 
achtete, in dem Endpunkte C des 
Bogens GC = Ixpy so ist 

die Differentialgleichung, deren Integration die Bewegungsweise des 
Atoms kennen lehrt. 

Ein erstes Integral dieser Gleichung ist: 




(!•) 



(2.) 



Es ist 



dxp 
IT 



^ dt y 



V 



die Winkelgeschwindigkeit des Punktes C zur Zeit t Be- 



zeichnen wir nun diese Geschwindigkeit, wenn das Atom um den 
Winkel GOA == a vom tiefsten Punkte G entfernt ist, mit w, so wird: 



o)^ = — pCosa + C> 



also 

(3.) 



(^J^^ = ft>'— -^ (cos a — cosxl)) = w'+ ^ (sin ia^— sin^t/;»). 

Die absolute Geschwindigkeit . des Atoms im Punkte A ist Uo, und 
wenn man diese Geschwindigkeit durch die zugehörige Fallhöhe h aus- 
drückt, so ist: 

Po)' = 2gh, 
also 



(4.) 



dip 



= ^/i/4+'"'^"~*^'' 



wenn man sich das Vorzeichen in dem Wurzelzeichen mit einbegriffen 
denkt. 



( 



der ellipt. Integr&le der drei verschied. Gattangen. \5^ 

n Gleichung ist nun die Bewegungsweise des Pen- 
liiedene, je nachdem -^ + sin^a' grösser oder 
Icnn im ersten Falle, wo 
> 1 oder Ä> 1+icosa oder h:>EH, 

jkeit im Punkte A grösser ist als die, welche ein 
gt, der von E bis H gefallen ist, in diesem Falle 
igkeit des Pendels für keinen Werth des Winkels 
also muss das Atom stets in derselben Richtung 
:en und ihn unaufhörlich durchlaufen. In diesem 

A , . , , 1 
^ + s.nia =^ 

st, und erhält so aus (4.), wenn man noch }i)> 

-£ = il-k'mq>' = Jgi. 

rzel positiv, so drücken wir damit aus, dass das 
7 hin fortschreitet. W8re, in einem Grenzfalle, k 
irgabe sich aus (5.) 

t unendlich gross werden milsste, ehe ^ zu n 
s Atom den höchsten Ehinkt E des Kreises er- 

nun jede von den Gleichungen (7.), (8.), (9.), 
[rationsconstante hinzugefügt wird, z. B. die letzte: 
^khx=Jq> + C, 

nu _ n Jg 

M ~ 2kK \ l 
Differentialgleichung (5.). Die Constante ist aber 
für a: = Ü, ho = -jzj , also auch q> = G ist. Es 
jschwindigkeit 
iifj _ 2d9) _ 2 Ig d(f> 
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unmittelbar durch die Gleichung gegeben: 

^V' __ Ai/?£ l + 2gcos2a? + 2g*cos4a? + 2g^cos6a? + — 
^'•^ ~di * rT l~2gcos2a; + 2g*cos4a? — 2g'*cos6a: + -.. 

^y/fl^l-Ä^siny» 

aus der sich aber auch sogleich der Winkel q> oder ^tp durch a: oder 
die Zeit t berechnen lässt, sobald man nur die Grössen q und K 
kennt. Diese Grössen sind aber durch die Gleichung (6.) in §. 43 

in welcher 

Vk* = cos ß und X = ^ tg ^/9* 

ist, und durch die Gleichung 

K = ln6io' = ^7t{i + 2q + 2q' + 2q' + '-')' 
bestimmt. Diese letzte Gleichung kann aber auch ganz bequem durch 
eine der bereits mitgetheilten Rechnungsvorschriften, z. B. die des §. 56, 
ersetzt werden. 

Im zweiten Fall, in welchem die Anfangsgeschwindigkeit des Pen- 
dels nur so gross ist, dass 

— + sinia'<l 
bleibt, kann man 

— + sin|a* = Ä* = sina'* 

setzen und erhält aus (4.) die Winkelgeschwindigkeit 

(»•) -^ = 2|/-f-yÄ'~sin^V'' 

für 

(9.) sin^t/; = Äsinqp 

ergiebt sich aus dieser Gleichung, da Jg> = y{ — k^ sin q>^ == cos ^tp, 

,..s dxjj CM -.1 9 2k,cos€p dq> 

(10.) -^=.2k^l.cos<p = -^-^, 



also 

(...) t-^'"' 



weim man 



11 TT 



setzt. Ganz wie vorher ist nun 

Vk'hx = Jq) + C 
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oder 



. . cos iip _ j/l--Jc*siii> 

~" 1 — 2g cos 20? + 2g* cos 4a? — 2^® cos 6a7H — 

das Integral der Gleichung (11.)» zu dessen vollständiger Berechnung 
man ebenfalls noch der Grössen q und K bedarf. Wenn man in (8.) 
das Zeichen der Wurzel positiv nimmt, so ist damit ausgedrückt, dass 
der Punkt A eine solche Anfangsgeschwindigkeit erhalten hat, dass er 
Anfangs in der Bewegung von A nach C begriffen ist. Sobald der 
Winkel \p, welcher mit der Grösse a beginnt, so weit gewachsen ist, 
dass sin^i^ = & = sina' geworden ist, wird die Geschwindigkeit des 
Pendels, vermöge (8.), gleich Null, und das Zeichen der Wurzel muss 
umgekehrt werden. Die Geschwindigkeit der Schwingung wächst nun 
wieder nach der entgegengesetzten Seite, denn die Grösse des Win- 
kels tpy welcher durch die Gleichung (9.) von der Grösse des Winkels 
q> abhängig gemacht worden ist, nimmt wieder ab, wenn (p bis |ot 
gewachsen ist und nun ununterbrochen zu wachsen fortfährt. Sobald 
q) == n geworden ist, verschwindet xp^ um negativ zu werden und auf 
der linken Seite der Senkrechten OG wieder bis 2a' zu wachsen und 
so fortschreitend eine unendliche Zahl gleicher Schwingungen zu wie- 
derholen. Wir wollen die hier angedeuteten Rechnungen in zwei ganz 
bestimmten Fällen durchführen. 

§. 103. 

Für den ersten Fall, in welchem das Pendel stetig den Kreis 
durchläuft, wollen wir annehmen, der Radius sei 1 Meter lang und 
das Atom habe, als es sich im tiefsten Punkte G des Kreises befand, 
eine horizontale Anfangsgeschwindigkeit von 7 Metern erhalten, ver- 
möge deren es von G über A nach E aufsteigen und seine Bewegung 
in diesem Sinne fortsetzen wird. Man verlangt nun zu wissen, wo 
sich das Atom nach Verlauf einer Stunde befindet. 

In diesem Falle ist a = 0; ^ = 9,8r"'^S /= !»"«*• also wenn 
man ä= sina' setzt: 

&= l/y = -^ yT^ = f 1/931 = sin 63«29'36",49 = sin </, 

IbgÄ = 9,951 7665, 
f^ner ist 

l/fc' :^ |/cösa' = cos/?, also /? = 48M'57",87 
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und es reichen zwei Glieder der Reihe (6.) in §.43 hin, um q bis 
auf 7 Deciraalen genau zu erhallen. Man findet: 

\osq = 8,9979061 q = 0,09951902 

4 log g = 5, 991 6244 q^ = 0, 0000 9808 99 

und 

- K = i7r(l,19923421)" = 2,259059 

logjr = 0,3539277. 

Man muss nun aus der Formel 

2k. K r l 

durch Einsetzen von t = 3600" den Winkel 2x berechnen. Es er- 

giebt sich 

2x = 2jfr. 2788,771 = 2788. 360° + 277°34' 

ein Werth der aber noch eine Unsicherheit von zwei bis drei Minuten 

enthält, da k und K nur bis auf 7 Decimalen berechnet worden sind. 

Um nun noch den Winkel gp zu erhalten, braucht man nicht die 

Gleichung (7.) zu benutzen, sondern kann sich der Gleichung (1.) in 

§. 87 bedienen, nach welcher 2qt> oder 

xp = 2x + Aqsm2x + 2q'smAx- (^^g^^^)' 

da offenbar, wegen der Ungenauigkeit des Winkels x, die höhereu 
Potenzen von q in der Reihe keine Bedeutung mehr haben. Man 
findet durch diese Formel leicht: 

1/; = 2788. 360** +252° 17'. 
Das Pendel hat also von G über A hin aufsteigend 2788 ganze Um- 
läufe gemacht und noch 252° 17' zurückgelegt. Seine Geschwindigkeit 
V in jedem Punkte seiner Bahn ergiebt sich aus der Formel (4.), wenn 
man die Geschwindigkeit im tiefsten Punkte G durch ©' bezeichnet, 
durch die Gleichung: 

f) = «)')/l— /t^sin^t/;*, 

wenn man die Geschwindigkeit für einen gegebenen Punkt, oder aus 

der Formel 

hx 

ho 

wenn man sie für einen gegebenen Zeitmoment berechnen will. 

§. 104. 
Als Beispiel für den zweiten Fall, in welchem das Pendel bloss 
oscillatorische Bewegungen macht, wählen wir die Berechnung der 



t) = tj' 



(1.) t^i - 
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Scbwingungsweise unseres Pendels, wenn es in die horizontale Lage 
OD gebracht und dann der Ein virkung der Schwere überlassen worden 
ist, ohne bereits eine Anfangsgeschwindigkeit erhalten zu haben. Hier 
ist wieder 1=1; h=Oj a = ,}7r, also & = sini7r = /^, daher 
logg = 8,6356236 und nach §. 73, K = ^1,31 10287 = 1,8540745. 

Da das Pendel jetzt von D nach G hin fällt, so ist die Quadrat- 
wurzel in (11.) mit negativem Zeichen zu nehmen und man erhält als 
Integral der Differentialgleichung 

die folgende Gleichung 

y&'Aa? = C—J(p = C— cos|i// 
während 

2J5f 

n 

Da für < = auch a? = o und %^ = \n^ so hat man zur Bestimmung 

1 
der Constanten, wegen ho = -77-, und k = hf = y^i, 

1 = C— &' 
also 

Für x = in ist 

1 +k'— cos^V' = Vk'h(i7t) = -^ = Ä' 
also tfj = 0, daher erhält man aus (1.) für a; = ^^r die Zeit 

t = W— = 1,8540745 1/— := 0,5919604 

welche das Pendel gebraucht, um von D bis zum tiefsten Punkte G 
zu gelangen. Die Zeit einer unendhch kleinen halben Schwingung 
würde nur 

t = i^rl/— = 1,57079 1/— = 0,5015167 

Secunden betragen haben. 

Will man auch in diesem Falle berechnen, wo sich das Pendel 
nach einer Stunde befindet, so muss man mit der Zeit einer ganzen 
Schwingung, welche 1,1839208 Secunden beträgt, in 3600" dividiren 
und findet so, dass das Pendel in dieser Zeit 3040 ganze Schwingun- 
gen gemacht hat und noch 0,8808 Secunden lang sich bewegen muss, 
ehe die vorgeschriebene Zeit verflossen ist. Um den in dieser Zeit 

Schellbach, elliptische Integrale. 1 1 
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durchlaufenen Winkel zu berechnen, sucht man zunächst aus (1.) 

2x = 0,8808^ l/-|- = 4,674493 = 267M9'43". 

Daher ist cos 2a; = —sin 2® 10' 17" und da das Glied, welches ^f* ent- 
hält, keinen Einfluss mehr ausübt, so findet man aus (2.) sehr schnell 

cos^i/; = 0,871699, also ±\p = ^%HV. 

Da aber das Pendel in 0,5919 Secunden schon von D bis G gesun- 
ken ist, so ist hier für i/; der negative Werth zu nehmen, so dass 
also das Pendel in Zeit von einer Stunde 3040 mal den Halbkreis BGF 
durchlaufen hat und dann noch von D bis A* gelangt ist, wenn der 
Winkel GOA^ 58^41' beträgt. Auch hier hätte der Werth von K ge- 
nauer berechnet werden müssen, wenn die einzelnen Minuten in diesem 
Winkel sicher sein sollten. Hätte man das letzte Problem in der ge- 
wöhnhchen Weise behandelt und sich der bekannten Zeichen bedient, 
so hätte man die Winkelgeschwindigkeit des Pendels, welches sich von 
der Ruhelage OA aus in die neue Lage OB bewegt, durch die Gleichung 



^ = -2|/-|-i/sinia'-siniy 



ausgedrückt erhalten und die Anzahl Secunden welche seit seinem 
Ausgange von A bis zu seiner Ankunft in B verflossen sind, wäre 
durch das Integral 

bestimmt worden. Deutet man den numerischen Werth dieses Inte- 
grals, der Kürze wegen, bloss durch seine Grenzen an, so werden die 
Zeiträume, welche während der Bewegung des Pendels durch die Bogen 
AB, BG, GA!; A!G, GB, BA; AB, BG, GA';.,, verfliessen, entspre- 
chend durch die Integrale ausgedrückt 

/S ~a y« a /? —a 

-/• -/ -/ +/■ +/ +/ -/ -/ -/ • 

Bei den ersten drei Integralen war das Zeichen der Wurzel negativ, 
weil \f) abnahm, wenn t wuchs; bei den folgenden drei musste aber 
das Zeichen der Wurzel umgekehrt werden, damit t/; zugleich mit 
i zunahm oder die Geschwindigkeit des Punktes eine positive wurde, 
während sie vorher eine negative Richtung halte. Bei den fol- 
genden drei Integralen tritt aber wieder das negative Vorzeichen 



r sllipt. Integrale der drei verschied. Gattangen. I63 

Umkehrung des Vorzeichens stets an der zweck- 
holt werden. Die Zeiträume also, welche vom 
von A bis zu seinen auf einander folgenden 
sen sind, geben die Integrale an: 

reh A^ I durch B bezeichnet, A& I = /— /, 

344 5; hA — B) lA-\-B; ... 
• die vorgelegten Differeptialgleiehungen unmiltel- 
tafunctionen int«griren, werden wir der Unter- 
izen der Integrale überhoben, einer Discussion, 
hwierig erscheint, wenn diese Grenzen complexe 

; Additionstheoreme. 

§. 105. 

irem der elliptischen lutegralo erster GattDng. 

welches sich bereits in §. 30 findet und seit 
ntenden Mathematikern auf sehr verschiedene Art 
wollen wii' zunächst in der Weise mitlheilen, in 
;ke]t hat. Um den leitenden Gedanken klar zu 

mit einem einfachen Beispiele. 
Differentialgleichung 

-^ + -^ = 0,, 

X^-\-X* = 1 

lind 

»• + »; = 1, 

Igebraischer Form, wenn man theilweise integrirt. 
unter die Form: 
yidx + Xjdy = 0, 

11 ' 
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SO wird 



aber 



ydy 



/yidx-\-/x^dy = const., 

Die Summe dieser Gleichungen liefert 

(d.) consi.^xy^+yx^ 

denn die Summe der Integrale auf der rechten Seite ist vermöge (c.) 

gleich Null. 

Integrirt man aber (L) direct, so wird 

w /^ +/f- = ^''°«*- 

Setzt man nun 

/^ = 9>(<^h 

SO hat man 

g>(x)-\-q) (y) = consl. 

und wenn y so bestimmt wird, dass es für x = sich in ä ver- 
wandelt, so ist 

q>{o)-\-g) (z) = const. ; 

also, wenn man diese Gleichung von der vorigen abzieht, 

tp{x)-(p (o) + 9)(y) = 9)(»). 
Es ist aber 



ip{x)^q>{o)=^J~, 



ü 

also wenn man in der vorletzten Gleichung auf beiden Seiten qp(o) 
abzieht, so wird, da bei einem bestimmten Integrale der Integrations- 
buchstabe willkürlich gewählt werden kann, 

rdx hl ^ rdi 

und in der That ist hier y = ä für j; = 0. 

Setzt man aber in (d.) o? = 0, y = », und nimmt x^ für o? = 

als -{-1 an, so wird 

const. = Ä, 



Die Adi^itionstheoreTne. 
y{x) = arcsina;. 






\nx = «; tp{y) = arcsiny = e, 



= cos«; y = sine; y, =cos». 
;ral 









n(«+p), 



r) ^ sin M cos r -j- cosm sin c. 
renzeu der drei bestimmten Integrale in (/l) • 
;he Relation (g.) Statt, oder es ist (gi.) das 
Differentialgleichung (a.), da diese Gleichung 
ite s enthält. 

?eise lässt^sich nun die allgemeinere Gleichung 
dx , dy 



\-x\ = \; !/' + !/; = 
|-a;J = l; fty + yj = 
wieder direcl, setzt 



/^=''W 
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und nimmt an, es sei 

<p{o) = 0, 
so erhält man als Integral 

.„ s fdX fdX _ fdX 

^"^•^ 7X1"+/ A,A, -y A.A. ' 

WO wieder y = z wird, wenn man a? = 0' setzt. 

Bringt man in (1.) die Nenner fort und dividirt durch 1— &'x't/% 
so erhält man als Integral der so verwandelten Gleichung 

/ y^ y^ dx f X, x^ dy _ 

1-k'x'y' +y T=äV7" ~ ''''''^^' 
Integrirt man nun den ersten Bruch theilweise, so wird, wenn man 

(l-k'x'yy 
und 

(l-k'x'yy ~ ^ 
setzt, 

Das zweite Integral folgt aus diesem, wenn man x mit y vertauscht. 
Bei diesem Wechsel ändern sich aber P und Q nicht. Die Summe 
beider Integrale giebt daher die Gleichung 

const. = ,^' ,2 2 g ' 
1 — hxy 

weil die Integrale rechts, vermöge der Gleichung (1.), verschwinden. 
Da nun y = Ä wird, wenn a; = ist, so erhält man, wenn sich a?^ 
und x^ für a? = in -\-\ verwandeln, 

const. = J5, 
also 

Diese Gleichung findet also zwischen den Grenzen der Integrale in 
N. 3 Statt. 

Weil g)(0) = angenommen ist, so ist 

X 



' * 
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bezeichnet man nun den Werth des Integrals mit u, so ist 

Drückt man vermittelst dieser Gleichung x durch u aus, so r 
Resultat der Operation mit 

X = y,{u) 
bezeichnet werden. Ferner sei noch 



= ^X-x' = -^i—^(a)' = tf,,(u) 



Ist dann ebenso 



A 



o; = «'W = '' 



so wird 

y = tp{:>), », -V.W, J), = if,(e). 
Aus der GleicbuQg (3.) folgt dann: 



Jx,> 



also 

» = ^(«+0). 
Mit Benutzung dieser Zeichen lässt sich dann die Gleichung 
darstellen ; 

Wenn das elliptische Integral erster Gattung durch trigonoi 
Functionen dargestellt worden ist, so setzt Jacobi 



fr- 

und bezeichnet die Amplitude 

y = am «. 
Es ist dann 

dx 



•^ yi — A'sinip* 
plitL 



yi — x''^\ — k'x'' 

X = siny = sinam« 

ic, = yi — x^ ^= cosy = cosamM 

a;, = y"! — äV = yi— A'singD' = Jtf = J&mu. 
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Daher nimmt das Additionstheorem mit diesen Zeichen die Gestalt an 

... sinamticosamü Jamt?-|-sinamt7C0samtiJamu 

smam(M+t?) = ; — -5-^ '— ^-^ 5 

^ 1 — Ä smamw smarao 

Man leitet aus dieser Formel die beiden andern ab 

. , V cosamttcosamo — sinamwsinamt?JamM//amt> 

cosam(M4-!?) = — - — -y-T —. 5 

^ ^ 1 — Ä smamw smamu 



JsLm{u-{-f)) = 



JhmuJamv — /c^sinamueosamusinamt^cosamo 



rdl ___ fdX _ /'dl __ 



\ — W sin am u^ sin am ©* 
Diese Formeln finden also Statt, wenn 

U 

ü (j 

und 

ist, also amw = ^, amo = i^, am(w + D) = am«i? = x gesetzt wird. 
Das Lästige dieser Bezeichnungsweise ist von allen Mathematikern 
gefühlt worden, und man hat Versuche gemacht, sie zweckmässig ab- 
zukürzen. Man schreibt jetzt häufig, nach dem Vorgange Guder- 
manns, 

snuy QXiUy dni« 
statt 

sin am f^^ cosamti^ /t^mu. 
Wir sind aller dieser Unbequemhchkeiten enthoben, wenn wir uns nur 
der Zeichen fx, gx, hx bedienen, vermöge deren nach §. 51 

/ 2KX \ 1 ^. V 1 ./ TIM \ 

smg) = smamu = smam(^-^j = ^fix) ^—fi^—) 

/Ä' fnu\ 
cosamu = y-g(^—) 

Jamu = V^l^(-K^)' 

Jacobi bezeichnete auch noch 

am (K— u) = coam u. 

Da die Bezeichnungsweise Jacobi's sehr allgemein verbreitet ist, so 
muss man sich mit ihr bekannt gemacht haben, um die in dies Ge- 
biet einschlagenden Schriften studiren zu können. 
Z.B. die Formeln (14.), (15.), (16.) in §.24 

^(*^-^)=£' ^(^^-^)=£5 ^(*^-^)=Ä^ 
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drückt Jacobi so aus: 

cosamti Jfsiaamu ft* 

siQcoamu = —3 ; coscoamu = — ^ ; ^coaintt = 

""■*' ^amtf 



§. 106. 

Das Additionstheorem dei elliptiecben Integrale iireitec Gattung. 
Aus §. 70, N. 1 ergiebt sieh, wenn man y mit —y vertauscht, 
9oho(fx'-ff) = fix-!,)\fx9yky+fygxkx\ 

oder Termöge N. 4 in $. 26 



Vertauschl man hier x mit x-i-y, so wird 

Multiplidrt man diese Gleichung mit dy und integrirt dann von y = 
bis y = y, so wird, wenn man den Inlegrationsbuchstaben A wählt, 

0oykX'di.-ßoy'h(x+xyd)i = ^fxfyf(x+y). 

Ersetzt man im zweiten Integrale x-^l durch fi, so werden x und 
a! + y die unteren und oberen Grenzen des Integrals. 
Es ist aber 

schreibt man daher wieder A statt ^, so erhält man die Gleichung 

(1.) eoyia.'di-^eo'J'hX'di.-do'JhX'd}. = ^fxfyf{x-\-y). 

Nach $.51 N. 16 ist aber 

^fpd(p ^ öo'hx^dx 
also nach der Legendre'schen Bezeichnung der elliptischen Integrale 
zweiter Galtung ist 



IJ<pdq) = E{tf) = ßo'/hx^dx. 
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Setzt man also 

/a; = |/isina; /"y = y^ftsin/J; f{x + y) = -^ksiny 
so nimmt (1.) die Gestalt an 

(2.) . £(a) + E(/9) = E(y)+Ä'sinasin/:?siny 

und der Winkel y lässt sich durch eine der vielen, bisher entwickelten 
Formeln berechnen, z. B. durch N. 8 in §. 70 

(^•) ^g^y= eosa + cos/g ' 

Die Formel (2.) lehrt also, mit Hülfe der Formel (3.) die Summe 
zweier elliptischen Integrale zweiter Gattung in ein Einziges zusam- 
menziehen, wenn man diesem noch einen Theil hinzufügt, der keine 
weitere Integration erfordert. In §. 69 und §. 70 sahen wir, dass sich 
zwei elliptische Integrale erster Gattung in ein Einziges derselben 
Gattung verwandeln Hessen, und die obere Grenze des neuen Integrals 
durch einfache algebraische Operation angegeben werden konnte. Es 
braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dass man auch die Gleichung 

E(a)+E(ß) = E{y) 

in Bezug auf y auflösen könnte, aber dann würde y nicht durch al- 
gebraische, sondern nur durch transcendente Operationen gefunden 
werden können. 

§. 107. 

Das Additionstheorem der elliptischen Integrale dritter Gattung. 

Differenzirt man die Formel (4.) in §. 27 logarithmisch nach y, 
so erhält man 

|^0|1 = 2l'dy + l'd(x-y)-l'd(x-\-y) 

und wenn diese Gleichung mit dx multiplicirt und dann von x = 
bis x = X integrirt wird, so nimmt das Integral, nachdem man mit 2 
dividirt und y mit a vertauscht hat, die Gestalt an 

Führt man die Bezeichnung ein 



. ^ / ß'dX „, . 



\ 
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SO ist also 



und ebenso 






also 

oder, vermöge (3.) in §.71, 

Bedient man sich der Legendre'schen^ Bezeichnung 

SP 







und nimmt man an, es fänden die Gleichungen Statt: 

Fl^xQfi'; F7i = yeio\' F^ = (x + y)eio' 
Fa==a^o'; Fß = (x-\-y^a)fio'; Fy = (x + y + a)6io' 

oder was dasselbe ist 

F^ = F§+FTi; Fß = F^^Fa; Fy = F^+Fa 
also auch die Gleichungen 

fx = ^k sin I; fy = ^k sin iy ; /"(o? -\-y) = ^Äsin ^ 
fa = y&sina; f(x + y — d) = y'Äsin/?; /"(x+y-f c^) = >''isiny 
so verwandelt sich der Ausdruck für P(x, a) in 



„/ . Ja /' Ä^sina^sini 

P{x, a) = •- ij-. — y^. — 5-^ 

^ ^ Iga J (1— Ä'sma'sii 

oder wenn man 

1 — Fsina'sinA* = L 
setzt, in 



'(-)=^.i./^-'tj- 



« . 
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Ebenso wird 



''(«'«)=-s^l/^-'^! 



tg( 



° 

Durch Einführung dieser Ausdrücke in (2.) geht diese Gleichung über in 
(3.) Hi ii, - Ä'sin «') + i7. (v, - Ä'sin «') = 

J7.Cg, -it'sin«-) + ^ < ;7f/'"f J°'''""''°0 ' 

wenn man dem Zeichen, welches Lege ndre anwendet, einen Zeiger bei- 
fügt, um es von dem zu unterscheiden welches später Jacob i eingeführt 
hat, also Jp ,j 

setzt, und die vorhergehenden Gleichungen gehörig benutzt. 

In dieser Formel (3.) sind die Winkel |, 17, a, als gegeben zu 

betrachten und die Winkel ^, /?, y werden z. B. durch die Gleichungen 

gefunden: 

. ^ _^ sin^cosi/^ij-j-siniycos^^/J 

*^'" 1— Ä'sinl'sinij* 

. sin ^cos aJct — sin a cos ^ J^ 

'^ "" 1— Ä'sina^sin^* 

sin ^cos a Ja + sin a cos ^ J^ 

sm y = jY~' — 2 ♦ yz • 

' 1 — & smoc sm^* 

Die Formel (3.) lehrt nun, dass man statt der Summe zweier ellip- 
tischen Integrale dritter Gattung ein einziges solches Integral setzen kann, 
dem man noch einen logarithmischen Theil zufügen muss und dass die 
dazu erforderlichen Rechnungen nur algebraische Operationen erfordern. 
Nimmt man in (1.) das a imaginär an, so lässt sich das Additions- 
theorem (3.) der Integrale dritter Gattung auch auf positive Parameter n 
ausdehnen. Führt man diese Operation aus, so erscheint natürlich der 
logarilhmische Theil unter der Gestalt eines arctg. 

§. 108. 

Führt man in den elliptischien Integralen statt der trigonometrischen 
Functionen algebraische Ausdrücke ein, ersetzt also sinqp durch x 
u. s. w. und bezeichnet * 
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]/r=T* = i, und vT-^^^Fr == Ä, 

und entsprechend 

}/l— 0?' — x^ ; yi— **a?* = a?j, 

u. s. w., so nehmen die drei Additionstheoreme über die elliptischen 
Integrale der ersten, zweiten und dritten Gattung folgende Gestalt an: 

X y z . 

/« \ rXydX fX.dX fX.dX , ,a 

» * u * 



z 



/ dl a / \ — k^axy d\ 
(1 -Ä'aU*) A,i, "^ 2aja/Vr+Fa^^/ 

wenn die Grössen », ä^, »,, (J, a durch die Gleichungen bestimmt 
werden 

.1 1-ftVy» ' '"" l-Ä^a^V ' 1-ÄVy' 

Alle diese Formeln ergeben sich durch blosse Uebersetzung der bisher 
entwickelten Gleichungen in ihre entsprechenden algebraischen Aus- 
drücke. 

Ersetzt man a durch die imaginäre Grösse at, so nimmt (3.) 
die Gestalt an 

z 

wenn man 

yT+? = a', , und |/T+&V = a'^ 

bezeichnet; Setzt man aber Ä'a' = n, so erscheint, die (5.) unter 
der Form 
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y X . / . . ^) 



§. 109. 

Neue Ableitongsweise der Additionstheoreme. 

Zu den Formeln, welche die'Addilionstheoreme ausdrücken, kann 
man auf eine eigenthümliche Weise gelangen, wenn man von der Con- 
struction gewisser sehr einfacher symmetrischer Functionen ausgeht. 

Offenbar muss man zu einer symmetrischen Function von a, 6, c 
gelangen, wenn, man aus der Gleichung 

(1.) Vai-Vb = Vc 

die Wurzelgrössen fortschaflft. Man erhält auf diese Weise 

(2.) c' -2c(a + b) + (d — by = 0. 

Setzt man hier 

(3.) a — b = x—y, 

(4.) a-\-b = x-\-y — 2xy, 

so ist auch noch 

(5.) c'^2c{x + y^2xy) + {x^yy = 

eine symmetrische Function von x^ y, c; denn zu der symmetrischen 
Function (2.) ist nur noch die symmetrische Function Axyc hinzu- 
gefügt worden, wenn man sieh nämlich in (2.) a und b mit x und y 
vertauscht denkt. Setzt man jetzt x'^, y^, z^ an die Stelle von x, y, c 
und führt die Grössen x^, y,, z^ durch die Gleichungen ein: 

(6.) x' + x] = l; y' + y] = i; ^' + ^] = h 

so ergiebt sich aus (3.) und (4.) 

a = x^y] und 6 = y®a?J und nach der Annahme c=z^. 

Setzt man nun diese Werthe für a, 6, c in (1.) ein, so ergiebt sich 
die erste der drei Gleichungen 

0') ^Vi +y^i = ^; ^^1 +^^i = y; y^i+^ifi = ^^ 

welche aber die beiden andern nach sich zieht, da alle drei auf die- 
selbe symmetrische Function führen. 

Da die Zeichen von x, y, x\ y^ willkürlich sind und das Zeichen 
von z durch die erste Gleichung bestimmt wird, so kann nur noch 



■ 

1 
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Über das Zeichen \on is^ eine Ungewissheit bleiben. Setzt man aber 
den Wertb von ss aus der ersten dieser Gleichungen ganz beliebig in 
die zweite und dritte ein, so erhält man beide Male fQr si^ ganz den- 
selben Ausdruck, daher wird das Zeichen von ä^ vollständig durch die 
Grössen x, y, o?,, y^ bestinmit. Führt man diese Operation aus, so 
gelangt man zu der ersten der drei Gleichungen 

(8.) xy — x,y, = z, ; ^x—^^x, = y, ; yz — y.z^ = x,, 

aus welcher die übrigen zwei durch gehörige Vertauschung hervorgehen. 
Man leitet aus diesen Formeln noch leicht folgende ab: 

(9.) ^L+^L. = 1ii£l . ?lZA = 1±^ 

^ '^ x-^y a ' y — ^ Ä 



(10.) 



2 a ^~^ 9 3 3 ■""■ 

X — y z y —^ Ä 



und kann überhaupt auch noch zu andern übergehen, welche sämmt- 
lich bekannten Formeln der ebenen Trigonometrie entsprechen. 

S. 110. 
Aus der ersten der Gleichungen (8.) ist 

und wenn man beide Seiten dieser Gleichung quadrirt, so erhält man 

(1.) • z' = x' + f^2xyz,. 

Mit Hülfe (ißeser Gleichung kann man nun zu Formeln von weit 
grösserer Allgemeinheit gelangen. Vertauscht man in ihr nämlich x 

n h 

und 1/ mit — ^ und — ^, wo unter a, und 6, verstanden werden 

sollen yi — a^ und ]f\ — 6* und führt nachher wieder x und y statt 
a und h ein, so verwandelt sich (1.) in 

(2.) n'^' = x]+y\-2x,y,z,. 

Vermittelst dieser Gleichung lässt sich leicht eine symmetrische Function 
von£a?, y, ä bilden; denn da a;,y,55, schon eine solche ist, so braucht 
nur n' so gewählt zu werden, dass n^z^ — x] — yj eine symmetrische 
Function wird. Dazu ist aber offenbar nur erforderlich, dass man 

»^=l~ÄVy' 

annimmt, denn dadurch geht aus (2.) die symmetrische Function 
hervor 

(3.) i^^j_yj__;5> + 2a:,y,a,-ÄVyV = 0. 



176 Acbtei* Absciliiitt. 

Dem Ausdrucke für n' könnte freilich auch eine andere Gestalt gegeben 
werden, aber die gewählte ist die einfachste. Ganz ähnhch ist auch 
in %. 109 für a 4- 6 die einfachste Form gewählt worden. 

Da wir nun in (3.) eine symmetrische Function von x, y, ä er- 
halten haben, so Hihrt also die Substitution von 

5- statt X, also l_g = 2!=^ = ^^.^ Statt s] 

und die ähnUchen Einführungen für y und y^ in die Gleichungen des 
§. 109 zu neuen Gleichungen, in denen die Buchstaben x^ y, z stets 
unter einander vertauscht werden können. 
Bezeichnet man also 

l/l~*'a?»; yi-ft"y^ yi— ftV; yi-*Vy* 
durch 

^17 y»; »tJ «» 

so hat man nur in den erwähnten Gleichungen 

a?, y, a?i, Vi 
mit 



w ' « ' « ' w 



zu vertauschen, um neue wichtige Gleichungen zu erhalten, welche 
sämmtlich auch direct aus (3.), aber erst nach beschwerlichen Rech- 
nungen hervorgehen würden. 

Aus der ersten der Gleichungen (4.) in §. 109 erhält man so die 
erste der drei Gleichungen 

(A^ y^i^2 + a?y,y, ga;,a?, + 'a?g,g, ^yiy»+y^. ^2 _ ^. 

^ ^^ l-&Vy^ ""^' l-&Vy* ■"*' l-*»y^J5' """^^ 

und die beiden andern durch cyclische Vertauschung. Aus der letzten 
in (7.) entstehen auf dieselbe Weise die Gleichungen: 

(5-) Vi^i+^y^t =^i; ^i^i+Ä^y* = yi; «lyi+^y«^» == «i- 

Aus der letzten der Gleichungen (8.) folgen ebenso die sechs Gleichungen : 

(6.) f'^'^^^^^' =y^2; ^iy-^^yi =««^2; yi^-y«2^i =»yt 

Setzt man nun aus der ersten dieser Gleichungen den Werth von ' 
x^z in die letzte ein, so erhält man, wegen y\ = 1 — &'y', auf der 
Stelle, wenn alle Vertauschungen vorgenommen werden, 

(7.) *'a?yÄ,-ir,y, =»,; k'^^y^-a;,», = y,; fc'yÄTi — y,«, = a?,. 
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Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit z„ so wird: 
4'(5'-|-a;y3,a,) ^ 1 -{-x,y^z^. 

Wenn man aber die leinte der Gleichungen (5.) mit s^ multi- 
plieirl, so wird : 

5'+^ff5,Sj = 1 — a;,y,z,. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber sogleich: 
(8.) k\l~x^y^z.,)=l+x,y,z,. 

Diese sehr einfache symmelrische Gleichung von x, y, » ersetzt 
mit Vortbeil die Gleichung (3.). 

Aus der ersten der Gleichungen (8.) erhält man dui-ch dieselben 
Substitutionen: 

(9.) 



^iy\—^y^iyi _ '. ^i«, — icz3',5, _ _ y,h~9'^ys^ ^ 

i—kWy' ~ " \—k^xV ~^'' 1— Ä'wV 



Setzt man aus der ersten dieser Gleichungen den Werlh i 
in die letzte der Gleichungen (5.) ein, so erhält man sogleich: 

k'xyXfy, — Xjyj k'xax^a, — x^a, __ 

{ID.) l-k'xy' ~'*' i~k'xW ~^^' 

-y,^i _ 



§. 111. 



Die Gleichungen des vorigen Paragraphen, die sich leicht noch 
vermehren lassen, können auch auf andere Weise entwickelt werden. 
Setzt man nämlich in (1.) des §. 110 kz statt z, so geht sie Über in: 
kW — ai*+ y'— 2xyz^ 

und wenn man hier x und y mit — ^ und -^ vertauscht, so gelangt 
man zu: 

äVb' = xl-\-yl — 2x,yjZ^. 
Nimmt raun hier wieder 

m' = 1 — ft*a:Vj 
so erhält man die Gleichung: 

1 — Xj — y'— 5j-]-2a;,yj5j — /tVyV = 0, 
deren linke Seite ebenfalls eine symmelrische Function von x, y, s 
ist. Es werden also die Gleichungen des§. 109 ebenfalls neue richtige 

Schellbacli. dliplUche InlcgraJe. 12 



ea. 



'J 
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Gleichungen liefern, wenn man in ihnen kz statt z setzt, also z^ mit 
»2 vertauscht und auch die Grössen: 



mit den Grössen 





«; y; x,; y. 


^.. 


y%. *^yi. *»^i 


n ' 


w « « 



verlauscht. 

Man erhSlt in der That auf diese Weise aus den Gleichungen des 
§. 109 neue Gleichungen, aher nicht die des §. 110. Um diese zu 
gewinnen, muss man noch die Zeichen der mit den Zeigern 1 und 2 
verseheneu Buchstaben in die entgegengesetzten verwandeln, wie ein 
einfaches Beispiel sogleich lehren wird. Die obige Gleichung gehört 
also auch in die Reihe der Gleichungen des §. 110, wenn man das 
Zeichen von x^y^z^ in das entgegengesetzte verwandelt. 

Diese neue richtige Gleichung lautet dann: 

(a.) i_a?j-yj-Ä;-2a?,y,Ä,-Ä*jr^yV = 0. 

Durch diese Beobachtungen wird man darauf aufmerksam gemacht, 
dass sich die meisten der Gleichungen des §. 110 durch schickliche 
Substitutionen in einander überführen lassen. 

Man findet so leicht, dass, wenn man in diesen Formeln erst 

die Zeichen der mit den Zeigern versehenen Buchstaben in die ent- 

1 
gegengesetzten verwandelt, dann — statt k einsetzt und zuletzt Xy y, z 

li 

mit kx, ky, kz vertauscht, diese Gleichungen in einander übergehen. 

Es giebt aber noch zwei andere Substitutionen, welche dieselben Dienste 

leisten. Bezeichnet man nämlich auch yi — F mit &,, so erhält man 
folgende drei Systeme von Substitutionen. 
Man vertausche 



Ä; Xy yy 55, x^y j^,, z^y a?„ y^y z^ 



mit 



1 

{A.) y, kXy kyy kzy x^y y„ z^y a:,, y^, z^ 



(B.) 



ix iy iz \ 1 ^ x^ y^ ä, 

^' Vi' »T' ^' yT' ^' ^' Vx' ^ 



ik -k,x ^. „ ^ 1 Vt ^t 

K ^% ^t ^% K K 



I '"WW" 



Die AdditiouBtheoreme. 



In der Substitution (A.) müssen vorher auch noch i 
der mit Zeigern versehenen Bnchsl^hen umgekehrt werden. 
Weise lassen sich nun aus der einzigen Gleichung (8.) in $ 
15 andere Formeln ableiten. Die Substitution (C.) liefert i 
nächst die drei Formeln (7.); durch (fi.) entspringen dar 
letzten derselben drei Gleichungen, welche hier nicht mit 
sind; und die Substitution (A.) IVhrt von dieser selben Gle 
zu den Gleichungen (5.). Wendet man dann noch auf die 
Gleichungen (5.) die Substitution (C.) an, so gelangt n 
Gleichungen (7.). 

Auf diese Substitutionen hat zuerst Jacobi im 39. 
Crelle'schen Journals aufmerksam gemacht. Die wahre ( 
welcher diese Substitutionen fliessen, erkennt man freilich ( 
aus den Entwicklungen in §. 68, denn die Formel (8.) od 

ist, wie sich bald zeigen wird, nichts Anderes, als die Foi 
%. 68, welche ebenfalls durch schickliche Substitutionen zi 
Formeln führt, die mit den hier gewonnenen ilberernstimi 
man noch einen Zeichenwechsel vornimmt. 

Durch diese Untersuchungen hat man jetzt den Vorthei 
aus jeder Formel der ebenen Trigonometrie, — denn das sind 
des §. 109 — eine Formel fiir die elliptischen Functionen, od« 
%. 69 lehrt, eine Formel der sphärischen Trigonometrie 
können. 

S. 112. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man nun sehr le 
Additionstheoremen gelangen. 

Multiplicirt man die Gleichungen (3.) , in §. 110 entsp 
den Differenzialen ds„ dy^, dz„ und addirt dann alle drei ( 
so erhält man sogleich: 

d.J;^y^z^-\-:iyx^dx,-\-%xy^dy, -t-xyz, t/s, =: ^d(x]-\- 



Anderes als: 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach !S. 
12 ' 



*'; 



•r 



\ 

\ 
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Daher wird 



(!•) 



x^dx y^dy z^dz 



X, 



Vx 



k^d,xyz. 



(i'O 



Durch die Substitution (4.) erhält man aus (1.) auf der Stelle: 
x^dx . y^dy z^dz __ 



X. 



+ 



f 



d . xyz. 



Multiplidrt man diese Gleichung mit h^ und zieht sie von (1.) 
ab, so bleibt, wenn man mit 1— ä^ dividirt: 



(2.) 



dx , du , di 



x^ x^ 



ViVt 



Z Ä, 



Bezeichnet man diese drei Differentialen der Reihe nach mit JC, 
Y, Z, ferner xyz mit u und x^y^z^ mit m, , so kann man (2.) und 
(1'.) darstellen als: 

(3.) X+Y+Z = 0. 

(4.) x]X+y]Y+z]Z = du, 

Wenn man (3.) mit x^-^-y^-^-z^ multiplicirt und dann zu (4.) 
addirt, so wird: 

(5.) {f+:,^)X+{z'+x'-)Y+{x'+y')Z = du. 

Wendet man jetzt die Substitution {B.} auf (4.) an, so gehen 

idx 
dx und X in — r- und iX über etc.; daher erhält man aus (4.): 



X 



^ \ ^ \_ ^ j^* ^^du^ — U^ du 



X 



y\ 



u. 



u 



oder 



y\z\X-\-z\x]Y-{-x\y\Z =: udu^^ — u^du. 



Die Summe dieser Gleichung und (5.) liefert: 

(6.) y%'X'\-z'x''Y+xYZ = du + udu. — u.du. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit n^ und addirt zu dem Pro- 
ducte N. 3, multipHcirt dann (5.) mit n und zieht das erhaltene Pro- 
duct von dieser Summe ab, so bleibt: 

{\-ny''){\-nz')X-\-{\-nz'){\-nx')Y+{\-nx'){\-nz')Z 

= n^udu^ — n{li— n -\-nu^) du. 
Für 

1 — n-\-nu^ = t? 



/ 



I 



e Additionatheoreme 



, Z «(«dp — cd») 

1— f(s' ~ (1 — Mai'J(l — »y'}{l — «2*) 
ten Seite dieser Gleichuog lässt sich ilui-ch 

ist nämlich: 
!'} = !— x'—y'—s'+yV 4-3 V+a;*y'—w' 

'+5'' = 2 — 2w,4-ftV. 

der vorhergehenden Gleichung: 

«y = (i-«,)'+(i+F)«'. 

i(8.)+n'(9.)-«'(lH so wird: 
\- nz*) = v'—n{l — n){k'—n)u\ 
I Werth iD (7.) ein, so erhSIl man: 

IX l — ny 1 — «6 



'-») V.+y»(i-»)(*'-»)»> 



B~'— 1 -t-^^i^iSi — wiicys N 
ß"' — 1 -|- a', Hl 5, + mxyu 
i Gleichungen (1.), (2.) und (12.) stellen 
i negative Zeichen wähll, die drei Ädditions- 
ntegrale erster, zweiter und dritter Gallimg 
dieser Rechnungen mit denen des §- HO 
)rigen Formeln lehren den Zusammenhang 
isen X und y kennen 
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Meimter Ab^elmltt« 

Von den elliptischen Integralen zweiter Gattung. 

8. 113. 

Methoden der Berechnung. 

Ein elliptisches Integral zweiter Gattung 

E{(p) = I J(pdq) = /d^yi—k^sintp* 

Ü 

wird nach §. 51 N. 16 mit Hülfe der Thetafunctionen unter der Form 
dargestellt: 



X 



(1.) 



ü 



wenn zwischen qp und x die uns|bekannten Relationen 

fx l y hx 

Statt finden. 

Um gleich Anfangs eine Vorstellung über den Umfang der nu- 
merischen Werthe zu erlangen, welche ein solches Integral annimmt, 
wenn sich y von o bis ^tc erstreckt, stellen wir wieder, in ähnlicher 
Weise, wie dies für die elliptischen Integrale erster Gattung in §• 36 
geschah, folgende Tafel auf, die einen Ueberblick über diese Grössen 
gestattet. 



|0^| 10" I 




a 



0" 
10° 
20 •> 
30° 
40° 
50° 
160 
700 
800 

90' 



0,175 

0,175 

0,174 

0,174 

0,174 

0,174 

0,174 

0,174 

0,174 

0,174 



0,349 
0,349 
0,348 
0,347 
0,346 
0,345 
0,344 
0,343 
0,342 
0,342 



0,524 
0,523 
0,521 
0,518 
0,514 
0,510 
0,506 
0,503 
0,501 
0,500 



0,698 
0,697 
0,692 
0,685 
0,676 
0,667 
0,657 
0,650 
0,645 
0,643 



0,873 
0,870 
0,861 
0,848 
0,832 
0,813 
0,795 
0,780 
0,770 
0,766 



1,047 
1,043 
1,029 
1,008 
0,980 
0,949 
0,918 
0,891 
0,873 
0,866 



1,222 
1,215 
1,195 
1,163 
1,122 
1,075 
1,027 
0,983 
0,951 
0,940 



1,396 
1,387 
1,360 
1,316 
1,259 
1,193 
1,122 
1,056 
1,005 
0,985 



,571 
,559 
,527 
,467 
,393 
,306 
,211 
,118 
,040 
,000 



Es ist hier wieder die Ampütude mit q> bezeichnet, und der 



sehen Integralen zweiter Gftttnng. 1S3 

Drdeii. Die Einrichtung der Tafel ist der in 

Lle zweiter Gattung erstrecken sich nur ^on 
nd die der ei'sten Gattung sieb von o bis 
wenn go von o bis ^u reichte. 
könnte man sich nach $. 37 der Reihe be- 



Iy|/l— sina'siny' = 

, Bin49i + J J, sin 6y + i J, sin S<p~\ — 

ntegral hätte man dann die Reibe: 
ipyl — sin ö' sin y' ^ 

ir Berechnung geben auch hier die "Riela- 

ich die Gleichung (16.) in §. 77 mit dx und 
x = a:, so erhält man auf der Stelle die 

'.(<p) = l'dx—xt"^o, 

:= \n und l'd\n Verschwindet, daher ist 
) in %. 77 anwendet, das vollständige ellip- 
lung: 

= ~*''V = "'"^^' 
• Legendre'scben Bezeichnung: 
ajQo' und F' = |ji^o*, 



-?5go' £" = --?- fy.F. 



Neunter Äbscbnitt. 

Daher ISsst sich die Formel (4.) auch in folgende, mehr sym- 
sche Form bringen: 

F'.Eq>-^E'.F<p = inl'dx. 
Beniilzt man die Iteihenausdrücke in §. 81 N. 5 und N. 11, so 

t man aus (4.): 

9o-E(y) = 4(p^+'i^+sls^+...) 

Diesen Beihen kann man auch eine andere Gestalt geben. Setzt 
nämlich: 

g' 2g* 3g" 

deht von dieser Gleichung die folgende ab: 

t der Rest: 
it 



V 



(1 + qy 1-5' l-,'Ti_ 
Wenn von dieser Gleichung wieder 



zogen wird, so J]leil)t: 

. „ l' äl_ _ l' M" I 3g" . 

(! + «")■ (1+?*)" .1-5' l-?'+l-?' 
Auf diese Weise rortschreilend gelangt man zu der neuen Fonnel: 

OtTenhar ist naeh der vorletzten Gleichung auch: 

1 man die zwölfte Potenz von g \ eniachlHssigen kann. Auch der 
n Reihe in N. 7 IHssl sich eine andere Gestalt geben; denn es 
ekannilich: 

g sin 2a: 



1 — 2gcos2a; + g' 



= gsin2a; + g'sin4a;4-g*sin6a!+" 



Von den elliptischen Integralen zweiler Gattung, 

Setzt man nun : 
,,, , ^siii2a; q'sinix q^sin&x 

und zieht von dieser Gleidiung die vorige ab, so bleibt: 

„ q&'mlx ^q'sm2x g'^sinix q^sln&x 

^l — 2qcos2x + q'~ 1— 5' + l — q' + i—q' 

Der Resl dieser Gleichung und der folgenden: 

fl'sin2a: 
1 — S""3 — n — i — ; = fl'sin 2a! + ö*siQ4a: + ö'sin 6j; + • ■ 

1 — 29'cos2a;-}-5° * ' ^ ' ^ ' 

giebt die Formel: 

„ qs\ü2x g'sin2j : __ 

\ — 2q CQs2x -j- (jT* 1 — 2g'cos2j: + q^ ~ 
g''sin2jr ^'°sin2a; q'^sin2x 

~r^+ 1-^* + t~q' +■■■ 

Kann man also die zehnte Potenz von q vern acti lässigen , ! 
für S zu setzen: 



1 



(12.) S - sin2x ii_2^,032a; + g' "' l-25'^s2"i+?"'^T^?* 

Selzl man diese Operationen weiter fort, so ergiebt sieh die Formel : 

(13.) ffa = 4^--g!^ .. 4sin2»^- , , ,. f "' ^^. , 

Wenn schon die vierte Potenz von q keinen Einfluss mehr hat, 
oder wenn der Winkel a des Moduls ft = sina, nicht 30" erreicht, 

dann erhält man aus (7.) sehr leicht die Formel: 
_, . sin/3''cos(^7i — d)sin2a; . 
EW = ysSHä 

in welcher, nach den Vorschriften des §. 44, die Winkel ß, S und x 
aus den Gleichungen: 

^cos a ^= cQsß; sinocsinqi' = siny; eos/Jicosy =■ tgd 
und 

cos2j7 = cot4(3'te(in — J) 
zu berechnen sind. Innerhalb der angegebenen Grenzen genügt diese 
Formel: um E{<p) bis auf sieben Decimalen richtig zu erhalten. 



j-a:(cosi,S* + 2sini,?'), 
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§. 114. 
Nimmt man deo Briggs 'sehen Logarithmus von der Gleichung (5.), 
so tiDdet man leicht: 

(1.) logE" = 0,196119776 — J(i-3r 4 jr-9i' + .-.) 
wenn 

d = 4!oge = 1,737177927 
logd = 0,239844303 
und wie früher 

y^ = -^(Msa = cosß, und l^iigiß'. 
Dieser Formel, in welcher nur die fünfte Potenz von i vernach- 
lässigt worden ist, kann man sich zur Berechnung des Logarithmus 
von £' bedienen, wenn der Modul k nicht viel grösser als sin45''ist. 
Diese Reihe ist ohngefShr ebenso wirksam als die Reihe (3.) in §. 113. 
Wendet man die Reihe an, welche filr Qo* aus §. 46 H. 1 oder $■ 57 

entnommen werden kann, und entwickelt auch -p— nach Potenzen 

von l = i\glß' mit Hülfe der Formel (6.) in §• 43, so erhält man 

aus N. 5 in %. 113 die wirksamere Formel: 

(2.) E' = i«(cosi,?)*{l+2tgi/»'-|tgi,3''-fitsi,3"-||tg^,?'<' 

Nimmt man z. B. Ä = sin50°, so wird ^(9 = 18*21'6",11 und 
es reichen die vier ersten Glieder der Reihe bin, um bis in die letzte 
Decimale richtig zu Unden: 

logF = 0,1157899. 

S. 115. 
Wenn der Modul ft sehr nahe an 1 liegt, so kann man zur nu- 
merischen Berechnung die folgende Reihenentwicklung benutzen. 



Man bezeichne: 



Jd<pi] 



1 — Ä'sinqj' = v 



und deute, der Kürze wegen, das Differenziren nach qi durch Accente 
an; dann wird 

1 — k'5in^'' = «" 
und wenn man diese Gleichung weiter differenzirt: 
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4Ä'cos 2q>= 3c'"' + 4ü" r'^ + d' t?^ 
"-8*'sin2y = 10o'"t)^ + 5t)"ü^ + f?'©^'. 

Nach dem Maclaurin'schen Satze ist aber: 

wenn man das Setzen von qp = o in tJ, c', ©",... durch t?,,, ©',, ©o^-«- 
bezeichnet. Man erhält nun aus den entwickelten Gleichungen: 



»0 = ö, < =-1 

c|^^=o, ©; =4r-3Ä* 

©y = o, ©J" = - 16*'' + 60&* - 45Ä^ 



Also wird 

© = (p-&^|!+(4ft»-3ft*)|]- (16*'-^60Ä*4-45Ä«)|j 

+ (64ik' - 1 008Ä* + 2520*« - 1 575Ä«) |j 

Die Coefficienten dieser Reihe müssen sich für ä = 1 sämmtUch 
in 1 verwandeln, da fUr diesen Werth des Moduls, © offenbar gleich 
sin 9) wird. 

Zieht man von (1.) die Gleichung 

1 . , k'w' , k*(f' k'(p' , 

ab, so bleibt, wenn man k durch sina ersetzt: 

/« \ r/ \ 1 • I I 9>*sin2a* 

(2.) © = E{(p) = — sm&y -h ^ ^^^ 

( (5-~llcosa')y^ (87--276coscg' + 197cosg*)y* ) 

( "^ 42 "*" 1512 +**'i 

Wenn q> kleiner als Eins bleibt, so ist diese Reihe zur Berech- 
nung von E{fp) für solche k, welche ^n fast erreichen, sehr bequem. 



A.i&i. 
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§. 116. 

Neue Reihen gewährt eine sehr einfache Eritwickkmgsmethode, 
welche auch in andern Fällen henutzt werden kann. 
Setzt man nämlich: 

tg y = f , 

so ist: 

tigp = j-pp und smqp'rrrjqp^,, 
also 

^^°y^y = (i+f).+x ' 

Multiplicirt man diese Gleichung mit Us, unter welchem Zeichen 
eine beliebige Function von s vorgestellt werden soll, und nimmt von 
beiden Seiten die Summe von s = o bis s = (Oy so erhält man: 

Die rechte Seite, nach Potenzen von t entwickelt, giebt den 
Ausdruck : 

+ uj^ — duj' + 



+ «^3* 



6 



Also wird 

Integrirt man nun diese Gleichung von g) = o bis y = g), so 
ergiebt sich: 

(1.) -S;y«.singp'^dg, = ^;;^j tgy^m 

oder 



ß 



dcp{uQ + 2/j singp^'-f- «*2 sinqp*-]-- ^3 sin qp®+ ) 

Die Convergenz dieser Reihe, die sowohl von der Grösse des 
Winkels gp als von den Werthen der Constanten u^y u^^ Wj.... ab- 
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hiingt, lässt sich nur bestimmen, wenn bestimmte Annahmen über die 
Werthe der Coeftleienten u gemacht werden. 

Man kann diese Formel leicht dem Gedächtnisse einprägen; denn 
es ist: 

/* dq> ^ 1 ^ / l+V^2l^jPN 
yi-Msinqp' 2}/w— 1 ^l — ^hT-lisg)/' 

Entwickelt man nun die linke Seite dieser Gleichung nach Po- 
tenzen von u und die rechte nach Potenzen von ^u — \ und ersetzt 

dann die Potenzen w°, w% u^, u^ durch die beliebigen Grössen 

tiQ, Mj, w,, W3 ...., so erhält man die Formel (1.). 

Man kann auf demselben Wege auch zu anderen Entwicklungen 

des Integrals / dq>(u^-\-u^ sin q)^ -{- u^ ^\n q>* -\- "") gelangen. 

Setzt man z. 6. 

singp = t, 
so wird 



UsSinqr'^dq) = 



u,f'dt 



yi-(^ 



und wenn man hier ebenfalls nach Potenzen von t entwickelt und 
überhaupt ganz wie oben verfährt, so erhält man die Formel: 

(2.) /dy(wo4-WjSingp'^+*'«siny*-f-^3sin(jp®+"-*) 

(13 \ 
«^4+iw^+^«*,jisin<jp' 

deren Fortschreitungsgesetz klar ist. 

Dieses bequemen Mittels der Entwicklung wird man sich auch 
sehr häufig bedienen können, wenn die linke Seite dieser Gleichung 
auch eine andere Gestalt haben sollte. 

§. 117. 

Von diesen Formeln lassen sich nun Anwendungen auf die Ent- 
wicklung elliptischer Integrale in Reihen machen. 
Benutzt man z. ß. N. 2, so wird: 



«h^:ij»^^ 
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f 

E(fp) = /dy|/l- /c'siny* 

u 

? 
= /d9.(l-iÄ'sin9,'-i:l*«sin9)*-i^*'sin ,)•-...) 



= siny + ^ sin 9»' + 5^3+*')sin9)'+ -A_(5+2i'+Ä>in,p^ 

+ YY^(35 + 15fc'+9**+5i')sin9)'+ 

Zieht man von dieser Gleichung die Gleichung 

1 fc'* 1 3 Ä'* ' 

-^arcsin(*'sing)) = siny + ^-jsiny^+ ^ ^ ^ siny^+-*»> 

ab, so ergiebt sich nach leichten Reductionen, wenn man k und Ar' 
durch ihre Werlhe sina und cos« ersetzt: 

9 

d^yi — sina' sin y' = arc sin (cos a sin qp) -| jr— sin y ' 

+ '-tS-* (2 + cos o*) sin <p' + ?i^' (8 + 2cos a'+5cos a0sin9.'+ 



• • • • 



112 ^ ' ^ ^ ' 576 

Diese Reihe lässt sich zur Berechnimg von E((p) bequem be- 
nutzen, wenn a nahe an 90° liegt oder qp nicht 45° überschreitet. 

§. 118. 

Das Additionstheorem für die elliptischen Integrale zweiter Gat- 
tung, welches in der Formel (2.) des §. 106 

(1.) E(a) +E(b) = £(c) + Fsinasin6sinc 

ausgesprochen ist, lässt sich ebenfalls zur Berechnung dieser Functionen 
benutzen, ganz in derselben Weise, wie das entsprechende Theorem 
für die elliptischen Functionen erster Gattung in §. 62 zur Berechnung 
dieser Grössen angewendet worden ist. 

Setzt man nämlich wie dort a = 6 = 9)1 und = 9), so erhält 
man aus (1.): 

(2.) E{g>) = 2Eg>^ — *'sin tp sin y J 

während, nach §. 62, q> und q>^ durch die Gleichungen: 

(3.) k sin (p = sin y und sin q>^ = sin ^g> : cos ^y 

mit einander zusammenhängen. Verschafft man sich nun eine Reihe 
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von Winkeln y,, y,, yj, — und qp,, y,, 9>4, .... durch die aus (3.) 
gebildeten Gleichungen : 

k sin qpj = sin yj sin tp^ = sin ^ cp^ : cos ^y^ 

fc sin y, = sin y, sin y, = sin |y, : cos ^y. 



Ä sin 9«_i = sin y„_i sin y„ = sin iqp„_i : cos ^ y«-i 

so gewinnt man aus (2.) leicht das System von Formeln: 

Eq) = 2Eyj — sin 9) sin y^ 

2Eg>^ = 2'JBqf), — 2sin q)^ sin y, 

2''£qp, =2'£9)3— 2'sin9),sinyJ 



.» 

r» 



• 



2»-i£y«_i = 2»£9)«-2"-'siny„_isiny;; 

deren Summe zu der Gleichung führt: 

(4.) Eip = 2« £9)» 

— (sin y sin y J -f- 2sin9>j sin y J + 2'sin94 sin y J -| 1- 2" ~ *siny„_i siny^). 

Da die Winkel qp, q>^^ qp^,.... stets an Grösse abnehmen, so 

ipn 

nähert sich E(qp„) = /dÄ/l —ft* sin»* mit wachsendem n der Grenze 

(pny und das erste Glied der rechten Seite von (4.) verwandelt sich 
nach §. 62 in « = F((p) = 2»9„. 

Die hier beschriebene Berechnungsweise des Integrals E(q>) liefert 
also zugleich auch das Integral F((p) und würde sich deswegen em- 
pfehlen, da in den Anwendungen sehr häufig beide Integrale zugleich 
berechnet werden müssen, wenn nur nicht für grosse k die Annähe- 
rung zu langsam fortschritte. 

470 

Beispiel. Berechnung von £(5?) = /dyj/l — (sin75°)^sinqp'. 

Man findet nach den gegebenen Vorschriften für ä = sin 75® und 

y = 47« 

y == 44^56' 43",70 y =47" 0' 0" Differenzen. 

y, = 24*»38' 1",05 2q>, == 51" 7^40^28 4" 7'40",28 

y, = 12"38' 5",61 49, = 52"21'12'',60 1M3'32",32 

^3 = 6"2r32",567 8^3 = 52"40'29",12 0M9'16",52 

y^= 3M1' 5",225 I69), = 52M5'2F,79 0" 4'52",67 



.mV -.»-v^. 



■ «( 
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Es muss, wie bei'eils in g. 62 nachgewiesen wurde, zu I69), noch 
ein DriUel iler letzten Differenz liitizueefii^l werden, um 2"if„ zu er- 
hallen. Man flndet so : 

2"qi), = F((p) ^ 52''45'2l",79+ l'37",56 ^ 52M6'59",35 
= 0,9212398. 
Der genauere Werlh isl: 

F{y) = 0,9212421, 
weicht also bereits in der sechsten Decimalc vou dem gefundenen ab; 
aber bei Anwendung dci- gewöhnliclien Logarithmentafeln lässt sich 
keine grössere Genauigkeit erreichen, da ein Fehler von einer halben 
Secunde im Winkel g)„, welcher die Abweichung verursacht hat, sich 
nicht vermeiden ISsst. Eine genauere Methode der Berechnung wird 
aber im dreizehnten Abschnitte angegeben werden. 

Um nun E{tp) zu erhalten, hat man nur mit Hülfe der bereits 
aufgeschlagenen Logarithmen die folgenden Gi-Össen zu berechnen: 
siny sinj-J =0,1270611 
2sin9),sinyJ = 0,0412929 
4singj,8iny^ = 0,0111121 
Ssiny^sinyJ = 0,0028313 
l des letzten -Gliedes = 0,0009438 
0,1832412 
-Ff = -0,9212398 
£(g)) = 0,7379986 
Der genauere Werth ist = 0,7379960 
also der Unterschied = 0,0000026 
§. U9. 
Ueber den ZQBamnienliang der elliptischen Integrale erster Gattaug mit deneu 

Die Summe der Gleichungen N. 1 und N. 2 in §. 26 giebtr 

2fio kx = h{ix, iv) + ■ , - , ■--- 

und das Produet dieser Gleicliung mit N, 1 führt zu der Formel: 
(1.) 2ko''hx^ + 2gohoyxlix=h{ix,ivy-\-l. 

Es ist aber 



W gxhx-- 



■ dx ' 
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Setzt man daher in (1.) 2« statt x und 2v statt v, multiplizirt 
dann mit dz und integrirt von z = o bis a = x und bedenkt, dass 

X 2x 

2 /ä(2«, 2vyd% == /A(a,2v)'d» 

*ü 

ist, so erhält man: 

(2.) A(o,2v)yi(«,2v)M, + ^i£^||?^r(2.,2.) 



= / hz^d:i'\-x. 



u 
Setzt nian nun, wie gewöhnlich: 

-) — { f{x, v) = sm q> 

und nimmt an, es gehe q> in gp, über, wenn sich x und v in 2x 
und 2y verwandeln, so wird: 

und da man bezeichnet: 



6(o,vy/h(z,vydz = E((p) 



u 
so ist 

'2x 

.e{o,2yyJ'h(i,2vydt = ^(y,), 



also verwandelt sich (2.) in: 

Nach (6.) in §. 25 ist: 

d{o,2vy=:0oeio 
und 

xeio^ = F{fp) 

also 

Q(o,2vy£(<|P,) + Q(o,2v)'sinqp, =-Qo'E(y) + Öo«F(9)). 
Nach N. 3 und N. 4 in J. 31 ist: 

Schellbacb, elliptische Integrale. 13 



ii 
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also 

oder 
(3.) 



F{q>) = i (Ao'+ 1 ) £ (qo, ) - ho'E(q)) + ^ (ho'- 1) sin ?), 



Wenn aber durch die Substitution von 2a; statt o; und 2y statt 
V der Winkel 9) in q)^ übergeht, so hängen nach $. 54 N. S diese 
beiden Winkel durch die Gleichung 

(4.) tg(qp,-7>)=Ä'tgqp 

mit einander zusammen. 

Vermöge der Formel (3.) lässt sich also ein elliptisches 
Integral erster Gattung stets durch 2 elliptische Integrale 
zweiter Gattung berechnen, deren Amplituden durch die 
Gleichung (4.) aus einander gefunden werden können. 

§. 120. 

Mit Hülfe einer geometrischen Con- 
struction kann man zu diesem Resultate 
etwas schneller gelangen, auf einem Wege, 
der zugleich die Formeln der Landen'schen 
Substitution liefert. 

Der Radius MC des Kreises in der 
nebenstehenden Figur sei gleich 1 und 
die Strecke ME = cose. Ist dann der 
Bogen AB = 2cp^ und der Winkel BEA, 
den die Sehne BD mit dem Durchmesser 
AC bildet, gleich y, so erhält marj die Gleichung: 

(1.) sin(2qpj — qp) = cos^siny, 

wenn man den Abstand MP dieser Sehne vom Mittelpunkte durch die 
beiden Dreiecke MBP und MEP ausdrückt. 

Ist nun der Winkel (p um dq> = BEB^ gewachsen , so ist BB^ 
= 2rfqpj, also bilden die Sehnen B'ED^ und BD* den Winkel dq) mit 
. einander und das Dreieck BED* gewährt die Gleichung: 

sin dq) sin dq>^ 

^~bW~'~be^ 




(2.) 
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iD = 2BP = a/r^cose'sinqo' und 



(P.+COSC' =)/(l + C0S8)' 


— 4coscsmy; 


wf- 


cose , 
;Sinq),. 




cose 


= coseJ 




st, 






sine. 


= tgäfi' 




! in die 


Gleichung (2.) ein 


, so erhält man, 


en ist: 






=, = ; 


eos^eV j/f-cosef 


sinx' 



ühnhch wie dies in §, 54 und 55 geschah, 
ieni Winkel s eine Reihe von Winkeln e,, 
lehe sich sehr schnell der Null nähern und 
ng(l.) eine Reihe von Winkeln y,, qpj, q», .... 
sten Grenze ausserordentlich nahe kommen. 
(sst sich kurz als 

.«)=^r-i'^(9','=.) 

uer Reihe anderer, ebenso gestalteter, deren 
P<u! «u) (cos 4s cos ^ S| cos Je, )— ' 



/^= "««"+* 



.) 



■t sich also das Integral F{(p,e) berechnen, 
zweite Rechnungs Vorschrift, welche den in 
:h lautet, wenn man ME =^ tg^a" setzt, die 
' senkrecht auf AE errichtet. Der Winkel 
uch die Linie CF bildet mit CE denselben 
That sind die Dreiecke DEÄ und CFA ein- 
lOgleich bemerkt, wenn man sich die Sehne 
13» 
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DC gezogen denkt , wodurch man zwei rcclilwinklige Dreiecke ÄCD 
und AEF erhült, die einander ähnlich sind, also die Propoilion ge- 
wahren : 

AC:AF = AD:AE, 
womit die Aehnlichkeit der Dreiecke DEA und CFA, also die Gleich- 
heit der Winkel FDE und FCE bewiesen ist. 

Drückt man nun die Linie EF durch die beiden Dreiecke AEF 
und CEF aus, so erhält man die Gleichung: 

(l + tgla')tg(9.-y,} = (l-tgia')te9., 
oder 

tg(9)~9),)=cosaig^,. 
Ferner ist MP :=tgia's\ag), also 



und 



BE = /l +2tgiaVos29), + tg^ff' = }^(1 4- tgi a")'- 4lg^ o'sin9[>; 



= — 5 vi — sina'sioo)'. 

cos i a ' 

Vertauscht man nun lieber die Bezeichnungen ip und tp, mit ein- 
ander, so erhält man vermöge der Gleichung (2.): 

, rv dx 1 ff, dx 

'if yT^sina'sina:"~2cosiaV (/risinajsina;'' 
wenn man aus den Gleichungen: 
(6.) sin«. = tgia' 

(7.) tg((p, — 'p) = eoscrtg9) 

die Winkel a, "und ^p, berechnet. Diese Formeln geben nun j^enau 
die Vorschriften des %. 54 wieder. 

Es lässt sich nun an derselben Figur auch nachweisen, dass ein 
elliptisches Integral erster Gattung stets durch zwei zweiler Gattung 
ausgedrückt werden kann. 

Nacb der Figur ist * 

BE.ED = AE.EC= (l + cose)(l-cose) = sins' 
oder 

■ BE{2BP — BE) = sine^ 
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BF-RKj.Pir SE'+si«,' BE.BE , sin«' 

Wenn man nun mit dip multiplicirl und dann die Gleichung in- 
tegrirt, so erhall man, da i*£ = cos e cos 9? isi, 

f f, 9 

/ AB. dtp -\- cos ssintp ^ /ACdf^-j-isiriE^/-^, 

welche Gleichung offenbar den ausgesprochenen Salz darstellt. 

§. 121. 

Beweis des Legen dre'Bchen Balzea; 
KE' + Ä'fi— ÄÄ' = 4w. 

Nimmt man von heiden Seilen der Gleichung (3.) in §. 21 die Loga- 
rithmen und diffcrenzin dann zweimal nach a; tuid ic', so erhall man: 

-,"«(«,.) = (A+r«(x.,..))(£)'- ■ 

Nach N. 10 in §. 51 ist aber: 

X x' 

yi — y^' 

Daher wird fUr 3: = 

Vermöge (11.) in §. 77 geht diese Formel sogleich Über in: 
(1.) vl"^{o,v) + i>'l"(iio,v') + v^(o,vy = ~'i. 

Diese Formel stellt nun schon den zu beweisenden Satz dar; denn 
nach (5.) in %. 113 ist: 

und nach (1.), (2.) und (5.) in §. 51 ist: 

l7i^(o,vy = K; in^(o,v'y = K' 
Mio,rr = Vy'^o,y'y. 
Bezeichnet man nun das vollsländige elliptische Integral zweiter 
Galtung jetzt nicht, wie Legendre, mit £', sondern mit E und nimmt 
E' für die Bezeichnung eines solchen Integrals, dessen Modul das 
Compleraent zum Modul des ersten isl, so hat man die beiden 
Formeln : 
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€i{o,vyE=-i7cU'€i{o,v) 



und 



€i(oyyE' = -iT€i'^^(oy) 

Nach diesen Formeln ist: 
(2.) EP = -lnvl"fi(o,v) 

(3.) E'/ir=-i-7rv'/"^(o,i'0 

(4.) KK' = lnvei{o,vy = i7tv'6i(oyy , 

also, wenn man diese Ausdrücke in (1,) einsetzt: 
(5.) KE' + K'E - KK' = .] n. 

§. 122. 




Zu dieser merkwürdigen Formel kann 
man auch auf einem andern Wege ge- 
langen. 

Die krumme Fläche ^BC sei auf die 
-F rechtwinkligen Goordinaten §, 17, ? be- 
zogen und die Normale DEN des Flä- 
chenelements E bilde mit der Normale 
FEE^ seiner Projection £' auf die Ebene 
der 7j^ den Winkel a, so dass 

£' 



E = 



COSOf 



ist. Führt man aber in der Gleichung einer krummen Fläche statt 
der Goordinaten ^, iy, ^ neue Veränderliche x und x* ein, welche mit 
ihnen durch die Gleichungen: 

verbunden sind, so ist bekanntlich das unendlich kleine Viereck E' 
gleich ^ 



\dx dx* dx dx^y 



und 



s = 



( 



dri dt, d^ d7i\ dxdx' 
dx dx' dx dx'^ cos a 



stellt einen Theil der krummen Fläche dar, welche durch die Grenzen 
der Summenzeiger und die Constanten bestimmt wird, die in den 
Functionen y, Xi '^ vorkommen. 
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Wir wollen jetzt annehmen, es stelle ABC den Oetanten einer 
Kugel vor, deren Radius 1 ist; dann ist 

und 

cosa = |. 

In %. 34 fanden mr aber die wichtige Formel: 
oder kürzer 

(1.) rA"+i7V'+ftT = i, 

in welcher x und x^ beliebige Grössen, v und v' durch die Formel 
mit einander verbunden sind. Wir können daher setzen: 

(2.) 1 = /»'; v^sg'; ? = &/'. 

also 

r 

wo ö(o,y') und §(o,v') kurz durch ö'o und Q'o bezeichnet Worden 
sind. Hiernach wird: 

denn es ist — = ft'o. Wir haben aber: 
go 



S' 



r+uY = ^ . i^+*^^ = i(.*'+M-i) 



Daher 



also 



(3.) S = (loW^(S+^-l)d-da/. 

£s sei nun, wie gewöhnlich: 



200 



Neunter Abschnitt. 



f = f{xy v) = Vh siu q> und f = f{x', y') = V*' sin qf 
wo k und V complementäre Moduln sind. Dann ist: 



</ = y-p-cos9); 



1 



1 



A = ^yi-&^sin9)^ h^ = ^^i^kf^smq/* 



also 



(4.) 5 = sing>Vl— Ä'^siny'*; i? = cosy cosqp'; ^^sinyYl— fc'Siny*. 
und 



E(9,ft) = f^(v,v)d(p = d(o,vy/h{x,vydx. 
Nach diesen Bezeichnungen verwandelt sich (3.) in: 
S = a/QV /öo'Aa;Va; + a?Qo' /ö'o'Ä'a^'rfa/— a;a^(?o'Q'o' 

ü 

oder 

(5.) S = F((p\V)E(<p,k) + F{(p,k)E{(p',V) -'F{fp,k)F{q>\V). . 

jF Es stellt nun S einen Theil der Kugelober- 

C fläche dar, welchen man dadurch abgrenzt, dass 
p, man dem Modul k einen behebigen Werth, kleiner 
als 1, beilegt und auf dem Quadranten BOC 
» jeden Punkt E durch den Durchschnitt einer 
Ellipse DEF und einer Hyperbel GEEE be- 
stimmt, deren Gleichungen 




cosy^ 1 — ft^singp^ 



= 1 



^ 



2 



k'^rf _ 



= 1 



&''sin<p'' V'co&q)'' 

sich aus den Werthen von ?] und ^ durch die EUmination von y' und 
ip ergeben. Lässt man z. B. in diesen Gleichungen den Winkel cp 
alle Werthe von cc bis ß durchlaufen, während qp' alle Werthe von a' 
bis ß^ annimmt, so wird jeder Punkt getroffen, der in dem Räume 
JB£'FFUegt und die Formel (5.) würde den Theil der Kugeloberfläcbe 
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darstellen, dessen Projection diese Figur ist, wenn die Integrale nicht 
von "0 bis q> und bis qp', sondern von q> = a bis (p = ß und 
gp' = a' bis q)' = ß' genommen worden wären. 

Jetzt giebt S unmittelbar nur den Theil der Kugeioberfläche an^ 
dessen Projection CD'Pff ist. Erstrecken sich die Integrale beide von 
bis ^TT, dann ist S offenbar der achte Theil der Kugeloberfläche, 
also = ^TT. Dieser Werth von S lässt sich aber aus der Formel (5.) 
selbst bestimmen, denn der ganze Octant ist von dem Werthe^ welchen 
man k beilegt oder von der Natur der Curven, durch welche der Qua- 
drant BOC eingetheilt wurde, ganz unabhän|;ig. Man kann daher auch 
k^=^0 setzen und erhält dann: 

in 

F(lnr, jt) == ^TT = £ (iTT, *) und E (};r, *') = /cos y dep = 1 . 



Nach der Einsetzung dieser Werthe in (5.) hebt sich das erste 
und letzte Glied fort Und das mittelste wird ^n; daher ist: 

und diese Formel stellt N. 5 in $. 121 dar. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass die Substitutionen 
unter N. 2 ganz dieselben sind, welche Jacobi in einer Abhandlung 
„über die verschiedenen Anwendungen einer merkwürdigen analytischen 
Substitution" benutzt, welche sich im 19. Bande des Grelle sehen 
Journals findet. Jacobi behandelt dort die geodätische Linie auf einem 
dreiachsigen Eilipsoide 

a b * c 

und drückt die Goordinalen durch die Winkel g> und xp in folgender 
Weise aus: 

X = y sin <p |/6 cos ip^ + c sin ip^^-a 

j5 = y cosi^ |/c — acosy'— fcsinqp' 

Ersetzt man aber hier \p durch ^n — ip^ so nehmen diese Sub- 
3titutionen die Gestalt an: 



L 
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V 

-jT = cos^pcosi/; 



und lassen so, da 



-7- = sm ti; 1/ 1 sma 

yc ^ ' c — a ^ 



c—b , 6— a 
c—a c— a 



ist, also = ft'* und = A' gesetzt werden kann, die Iden- 

c — a c — a 

tität dieser Substitution mit der in N. 2 gebrauchten, sogleich erkennen. 

§. 123. 

Hülfsformeln. 

Wir stellen in diesem $. einige Formeln zusammen , welche sehr 
häufig bei geometrischen Untersuchungen benutzt werden. 

Multiplicirt man die Formeln (8.), (9.), (10.) in §. 77 mit dx, 
integrirt die Producte und benutzt die Formeln: 

fx = j--sinq>; gx = gocosq>; hx = ho/lq) 

fx'+k'gx^=zk; kfx'+k!hx^ = 1; hx^-^kgx^ = k!, 
so gelangt man sogleich zu den Formeln: 

(1.) öo'y -^ = -^—{xl"do-Peix) = Ftp-Üf -cotg>Jg,+const. 

X 
X 

in denen die Reihen (L), (4.), (5.) in §. 84 benutzt werden müssen, 
wenn man die Integrale auf der linken Seite durch eine Reihe dar^ 
stellen will. 

Diese Formeln erhält man auch unmittelbar, wenn man die Brüche 

gxhx fxhx fxgx 
/a? ' gx ^ hx 

differenzirt und die gewonnenen Resultate integrirt. 
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Das zweite dieser Intej^rale giebt z. B. die Länge des Bogens einer 
Hyperbel an und erscheiut mit dem dritten bei der Bestimmung des 
Inhalts der Oberfläche eines Ellipsoids. Das erste Integral ist zwischen 
Grenzen zu nehmen, welche fx nicht zu Null machen. 

§. 124. 
Das elliptische Integral zweiter Gattung zwischen imaginären Grenzen. 

Man bedarf in der Folge auch noch der Kenntniss der Formen, 
welche eltiptiscbe integrale zweiter Gattung für imaginäre Grenzen oder 
Amplituden annehmen. Um diesen Zweck zu erreiehen, gehen wir von 
den Formeln (16.) und (22.) in §. 77 aus, deren Summe unmittelbar 
zu der Gleichung führt: 

^0*^0*— i -\- Oo^^o'hx' = — l"go — V'gx. 

Diese Gleichung liefert für a; = (§. 77, N. 11): 
l"go=—^o\ 
so dass man aus der vorigen Gleichung die neue erhält: 

Ersetzt man hier v und x dureh v' und x' und beachtet N. 9 in 
S. 23, so wird; 

(1.) ^{o,y'rh{ix,vy+d{o.yyh{x',v'y = ^oyy-u'^f^, . 

Es ist aber nach N. 5 in §. 51: 

x' d{o,vy 

also auch 

«»''■)•=«(»■')■£■ 

Mit Hülfe dieser Formel verwandelt man (1.) sogleich in; 

d{a,yyh{ix,vydx-^d{o,v'yh{cc^,v'yd3^ = d3^ß,{o,v'y 

^(o,v'y • 

Integrirl man diese Gleichung von a; = bis a; = a;, so entsteht 
die neue: 
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IX 



(2.) i- e{o,yyfh{Kvydx-\-d{o,v')'fh(xyydi 

U 

Es ist aber, vermöge der Formeln des §.51: 

= -fi(o,v'ytsip'd{<p',k'). 

Führt man nun einstweilen für die elliptischen Integrale zweiter 
Gattung die Bezeichnung ein: 

ü 

so lässt sich die Gleichung (2.) so schreiben: 

(3.) X-H{xi,v) + H{x\v^) = w + tgr/MCy'^rO 



Es ist nothwendig, diese Bezeichnungsweisen genau mit den von 
Jacobi eingeführten vergleichen zu können. 

In §. 10 wurde die von Legendre benutzte Bezeichnung: 

//l — /f'siny^rfg) = I J{(f^k)d(p — E{(f,k) 



schon angeführt. Jacobi setzt dagegen zuerst in einer Abhandlung im 
4. Bande p. 373 des Crelle'schen Journals 

qi (p n 

I Jtpdq) = / Jq>'^,du = j äam{uf ,du = £(fi), 

ü 1 

so dass bei ihm £(w) das ist, was Legendre mit E(y) = £am(qp) 
bezeichnen würde. Wenn der Modul k mit angegeben werden soll, 
so schreibt Jakobi auch E(u,k) statt E{u). Er bezeichnet ferner: 

/ Jq)dq) = E und / J (y, k') dq> = E^, 

*0 

so dass er das Legendre'sche JK' durch E ersetzt. 

Vergleichen wir unsere hier gebrauchte Bezeichnung mit der von 
Jacobi, so jst also, wenn man die Formeln des §.51 gehörig beachtet, 



^'i 






'dk 
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H{x, v) = H(^, v) = £(«, k) und 

n(xf,V) = H(^,v>) = Eiu,k'), 

SO dass also eine Verwandlung des k in ä' nicht bloss unser v in v' 
sondern auch unser x in o?' verwandelt. 

Die N. 3 nimmt daher mit Jacobischen Zeichen die Gestalt an: 

(3'.) X-E{iu) = tg am (m, &') ^am (w, k') + u — E(u, k!) 

und ist gleichbedeutend mit 

ix 

ü X* 

§. 125. 

Hülfssätze aas der aualytischen Geometriee 

Da bekannttich geometrische Lehren und Anschauungsweisen rein 
analytische Speculationen auf das Wirksamste unterstützen und da die 
ersten Entdeckungen in der Theorie der elliptischen Functionen geo- 
metrischen Untersuchungen ihren Ursprung verdanken, deren Resultate 
wir dem Leser nicht vorenthalten können, so fühlen wir uns veranlasst, für 
einen Augenblick unsere Entwicklungen abzubrechen und einige Haupt- 
sätze aus der Lehre von den Kegelschnitten auf eine besondere Weise 
abzuleiten. Wir Iheilen zu diesem Zwecke zunächst den folgenden all- 
gemeinen Satz mit, dessen wir später bedürfen. 

Der Bogen EB der 
Curve EBF werde mit 8 
bezeichnet; die Goordinaten 
seines Endpunktes B mögen 
OA=x^ und i4B = y sein, 
und der Winkel BNX, wel- 
chen die Normale BN mit 
der Abscissenachse bildet, 
sei X. Denselben Winkel 
schliesst auch die Linie 
OC = p^ welche auf der 
Tangente BC senkrecht 
steht, mit der Abscissen- 
achse OX ein. 




1 






•1 






•3 

-iJ 

A 



t 



I 




'e 
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Nach den Annahmen, welche in der Figur gemacht worden 
sind, ist 

(1.) dx= — dssin l und dy = 3* cos A. 

Projicirt man x und y auf p, so sieht man, dass 

(2.) p = a?cosÄ-|-ysinÄ 

also 

dp dx 5 , öy . , ... , 

dl dX ^ dl ^ 



Nach (1.) ist aber 



dx uv 

-7vrC0sA4--7^sinÄ 

OA dl 



0, 



dp , . , dy , dx dr 

^ = ycosX-xsm). = y^+x-^ = r^-- 



ds 



also 

(^•) di~'' """ ~*ö«'"'ö« 

Die Summe der Quadrate von (2.) und (3.) giebt 

(4.) P*+(^) = a='+y' = r'. 

Wenn also der Abstand BC der Normale BN vom Anfangspunkte O 
der Coordinaten q genannt wird, so ist 

dp 



dX 



= -q. 



Differenzirt man (4.) nach X und beachtet (3.), so wird 

dp dp d^p dr 

^dl'^dl'W^'dX 

oder wenn man diese Gleichung durch die Gleichung (3.) dividirt, 

d'p 



(5.) 



P + 



dV 



ds dr 

— = r — 

dl dp 



wenn q der Krümmungshalbmesser der Curve im Punkte B ist. 
Multiplicirt man (5.) mit dl und integrirt, so kommt 

s = /pdX = 
oder 



dl 



(6.) 



+ q=Jpdl. 



Steht OE im Anfangspunkte E des Bogens s auf diesem senk- 
recht, so verschwinden hier sowohl s als q und man hat dann die 
Gleichimg 



f 
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(7-) 



s 



A 

+ q=JpdK. 





Beiläufig mag noch bemerkt werden, dass man aus (5.) die nütz- 
liche Formel für den KriUnmungshalbmesser erhält 

dr rdr rdr rdr 

^^ — ai — J ^v -dl) 



§. 126. 

Wir geben nun in den nächstfolgenden Paragraphen eine Vor- 
stellung von der Fruchtbarkeit und Geschmeidigkeit einer Methode, die 
Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel zu erforschen, welche beson- 
ders dann wirksam ist, wenn beide Gurven gemeinschafthch der Unter- 
suchung unterworfen werden. Wir müssen uns jedoch dabei nur auf 
wenige Andeutungen und das fUr uns zunächst Wichtige beschränken. 




Es mögen XX! und KP rechtwinklige Coordinatenachsen und 
OC=x, CD = y die positiven Goordinaten des Punktes D sein, als 
deren Maasseinheit 0F= 1 gewählt worden ist. Jeder Punkt D der 
Goordinatenebene lässt sich durch die Gleichung 
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(L) x + iy =:cos{^ — irj) 

als gegeben betrachten, in welcher • die imaginäre Einheit und ^ und 
71 willkürliche veränderliche Grössen bedeuten. Diese Gleichung hat 
die andere zur Folge 

(2.) X'-iy = cos (f -f- ^V) 

und liefert auch sogleich 

(3.) a? = co^^costj; 

(4.) y=sin|— T-^ 

wo 

costj? = 2 — ^^ "i == — 2 — 

reelle Grössen sind. 

Aus (3.) und (4.) folgt 

2 'S 9 

^ COS %if Sin '- 



9 9 

(6.) ^ = 1 

^ "^ cos§* sin^' 

Legt man hier dem ^ und r^ bestimmte Werlhe bei, so erscheint 
der Punkt D als durch den gegenseitigen Durchschnitt der confocalen 
Ellipse ADB und Hyperbel DHD'^^ bestimmt, deren Gleichungen (5.) 
und (6.) darstellen. 

■ • 

Schlägt man um mit den Radien OF = 1 , OB =z ?II^, 

t 

OÄ = cosirj drei Kreise, macht den Bogen F$ == ^ und zieht den 
Strahl 0|£, so wird OH = co3$ die grosse Halbachse und H^ = sin^ 
die kleine Halbachse der Hyperbel DHD^*\ während | ihr halber Asymp- 
totenwinkel ist. Durch die Annahme von OA = cosirj und durch den 
Winkel ^ ist also der Punkt D bestimmt; denn von diesen Grössen 
hängen die Ellipse und Hyperbel, deren Durchschnitt den Punkt D 
giebt, allein ab. 

Nimmt man an, dass der Winkel ^ durch die Grösse cosii] be- 
stimmt wird, oder dass ^ eine Function von rj ist, so durchläuft der 
Punkt D bei einem bestimmten Abhängigkeitsgesetze eine bestimmte 
Curve. Lässt man aber OA oder 17 constant sein und nur den Winkel 
I sich ändern, so durchläuft in diesem speciellen Falle der Punkt D 
die Ellipse ABA*B\ Würde umgekehrt der Winkel § constant ange- 
nommen, während die Grösse von costij sich ändert, so bewegt sich 
der Punkt auf der Hyperbel Dfl»'". 



Von den elliptischen Integralen zweiter Gattung. 209 

Die Formeln (3.) und (4.) geben in beiden Fällen die Constnictions- 
weisen der Ellipse und Hjperbel an; denn wenn der Kreis vom Radius 
cosiij unveränderlich gedacht nird und man zieht den Strahl 0£, so 
ist in dem rechtwinkligen Dreiecke OEC die Kathete OC=OEcos^=x, 

und da 0(3 = ^^, so ist DC=OGsmi = y, wenn GD senkrecht 

auf EC steht. Ein anderer Winkel | giebt also einen andern Punkt 
der Ellipse ÄDB. Denkt man sich aber den Winkel ^ als unver- 
änderlich und legt dem n, verschiedene Werthe bei, wodurch OB 



= YBF'—0F' ebenfalls andere Werthe erhält, so liefert dieselbe Con- 
struction offenbar eine beliebige Anzahl von Punkten der Hyperbel 
DHD"'. — Zieht man beide Seiten der Gleichung (I.) von 1 ab und 
addirt sie dann zu J, so erhält man sogleich' 

l_a:-ii/ = 2sini(f-i^)' 
l+3r + ty = 2cosi(|-»v)' 
und wenn man i mit — t vertaiiscbt 

1 - o; + ij/ = 2 sin id + ii;)' 
l + «-ty = 2cosi(?-[-t^)',. 
Die Producte der ersten dieser Gleichungen mit der dritten und 
der zweiten mit der vierten geben die Formeln 

(1 -xy+y' = 4sini(^-t^)'sini(| + t,;)* 

{i+xy-\-y' = 4cosi(i-ir3ycosi(i + i^y. 

Bezeichnet man also den Radiusvector FD mit ^ und den FD mit 

f', so stellen die Quadratwurzeln aus diesen Gleichungen diese Vectoren 

unter der Form dar 

(7.) Q = cosii; — cos| 

(8.) p' = cosii^ -j- cos ^. 

Die Summe und Differenz dieser Gleichungen 
(9.) p'-|-g = 2cosii; 

(10.) e'— e = 2cos| 

führt zu den bekannten Eigenschaften der Vecloren der Ellipse und 
Hyperbel und lehrt eine neue Bedeutung der Veränderlichen $ und t] 
kennen. 

Das Product der Gleichungen (1.) und (2.) giebt, wenn der Radius 
OD = r gesetzt wird, 
(11.) r' = K':os2t, + cos2f) = cosiy-ainl', 

Schsllliach, ellipliMhe iuiKgrata. 14 
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und das Product von (7.) und (8.) 

(12.) qq' = ^(cos2ij7 — cos25) = costjj'— cos§** 

Lässl man den Bogen F| um ^n wachsen und bestimmt durch den 

Strahl O^E einen neuen Halbmesser OD' = r' der Ellipse^ der in 

unserer Figur nicht gezeichnet ist, so ist nach N. 11 und N. 12 

(13.) r'' = cosiij^— sin(i7r + D' = cosii;'— cos|' = qq'. 
Die Radien r und r' heissen bekanntlich conjugirte Halbmesser 
der Ellipse. Die Summe und Differenz der Gleichungen (11.) und (12.) 
führt zu den Formeln . 

(14.) r^+QQ* = cos2ti? = r''\-r'^ 

, (15.) r'^QQ' = cos2| = r'^t^'. 

Das Differenzial der Gleichungen (1.) und (2.) ist, wenn § und iy als 
veränderlich betrachtet werden, 
(16.) dx + idy = — sin(|— ti7)(ö| — iöjj) 

(1 7.) dx -idy = - sin (| + irj) (öl + iöij). 

Das Product dieser Gleichungen giebt 

dx'+ dy' = i(icos2ir]-cos2i)(d^'+dri') = r'*(rff + drj'). 

Wird das Bogenelement der Ellipse mit ds bezeichnet und das Bogen- 
element der Hyperbel mit da, so ist also, da im ersten Falle ij und 
im zweiten $ constant ist, 

(18.) ds = r'd^ = d| j/cosii^'-^cosf 

(19.) da = r^drj = dfj^cosirj^— cos|*. 

Aus den Gleichungen (16.) und (17.) oder unmittelbar aus (3.) und 
(4.) ist für die Ellipse 

idx = — sin § cos itj d| 
, ^siniw ,. 

dy = cos| — 7-^ d^ 

und für die Hyperbel 

dx = cosc — T^dn 

dy = sin^costJjdiy. 
Stellt DN die Tangente an die Hyperbel dar und wird der Winkel 
DNX durch ß bezeichnet, so ist aus (21.) 

(22.) tg/9 = ^ = itg|cottJ7. 

Aber die Tangente des Winkels, den die Normale der Ellipse mit der 






■*1WP^" 
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! bildet, wird aus (20.) durch die Gleichung gefunden 

Daher ist die Tangente der Hyperbel zugleich Normale der Ellipse, 
beide Curven schneiilen sich also rechtwinkiig- 

Bezeichnet man den Winkel COD oder Bogen Fa mit a, so giebt 
der Quotient von (3.) und (4.) 

cot.« = tcot|coti)7 
oder auch , 

(23.) tg^=ilgacott)j. 

Vergleicht man diese Fonuel mit N. 22, so ergiebt sich, dass 
wenn man in (23.) § mit ß vertauscht, dann o in ^ übergeht, oder 
dass wenn man vom Durchschnittspunkte L des Strahles OE mit der 
Ellipse eine Parallele LM zu OY zieht, der Strahl OM der Normale 
DN parallel läuft. Auf diese Weise lässt sich also im Punkte D eine 
Normale oder Tangente un die Ellipse constmiren. 

Fällt man von ein Loth OP auf die Normale DN, so wird, 
wenn man DP mit p und OP mit q bezeichnet, 

p = reos(j3 — «) und q = rsin(/S — c). 

Sucht man aus (22.) eos^ und dann sin/9, so findet man sogleich 

r'cosjJ^cos^^^ 

' r'sinjJ = sinicost);. 
Aber nach (3.) und (4.) ist 

ircoso = cos^cosij/ 
rsino = sm| — r-^- 

er wird 

. sin 2m sin2| 

linirl man aus (24.) und (25.) den Winkel |, so erhalt man die 
nein 

_j sin 2in 

) ycostr]'- sin/8' = -^ = p 

V / r-5 i sin 2in 

■) ycosi)/ — CO"- — ' 



~ 2tr 

linke Seite von (27.) ist aber offenbar der Radius OL, daher ist 
Ol = DP. 
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Nach N. 18 ist der Bogen AD der Ellipse, wenn man der Kürzi» 
wegen cost?^ oder OA = a setzt, 

s = /(/A]/a^— cosA*. 



Wenn l alle Werthe von bis ^tt durchläuft, so bedeutet ä den 
elliptischen Quadranten ADB; nimmt also l alle Werthe von ^rt bis 
^u — a an, so stellt das Integral 



cosA^ 



oder, was dasselbe ist. 



itTi—a 



fdlia' 





sinA 



% 



den Bogen BD dar, wenn QE = a ist. 

Nach dem allgemeinen Satze N. 7 in §. 125 ist 

(29.) 5 + 9 = fdlia^—^mV = s' 







wenn man für p seinen Werth aus (27.) einführt. 

Das Integral drückt nämlich einen 
Bogen BD^ = s' der Ellipse aus, dessen 
Endpunkt D' so bestimmt worden ist, dass 
der Winkel QOE^ = AOM gemacht und 
ED* parallel OQ gezogen worden ist. 

Schneidet man also auf dem Kreis- 
quadranten AQ gleiche Bogen AM und 
QW ab, zieht ML und ED' parallel OQ, 

wodurch sich auf der Ellipse die Punkte 

ß ^^ L und />' ergeben, zieht dann noch 

die Radien OE und OE', dann ED und LW parallel OQ, so sind 
die Radien OM und OW den Normalen der EHipse in den Punkten 
D und D' parallel, also die Lothe DJV— q und Z>W = cf auf diesen 
Radien geben die Abstände dieser beiden Normalen von dem IVlittel- 
punkte der Ellipse an. Nach (29.) ist also der Ellipsen -Bogen 
AD = s mit der Geraden DN = q zusammengenommen so gross wie 
der Ellipsen -Bogen BD' = s', Ausserdem ist aber auch 

ND = N'D'; 





— sin 2g 

2|V— cos§' 
i mit in—{i, 
Betiaiiptiiiig ND - 
BD' die Strecke 
cn AO. 

t = 5 einen andei 
s' in zwei andere i 

nd. Die Differenz 

»-I-9,— 9 = «,- 
irgend zwei Punk 
I' Hiid D\ auf ihr 
0' iinri D,D eine 

erste Etildeekiiny 
■achten nnd bereit 
dem Grafen Fagj 

elliptisclicn Bog« 
chung (2.) in §. 
{) = E(y) + k''siu 
die Formel 

I ^ _ cos a — si 
"'^' "^ cos(S + si 
man sin y = ^n, 
■■E'-E{ß) + k'ä: 



214 



Neunter Abschnitt. 



In dieser Gestalt wird man unsern Satz nach kurzer Ueberlegung 
leicbt wiedererkennen. Aus dem allgemeinen Satze lassen sich übri- 
gens leicht andere Vergleichungen elliptischer Bogen ableiten, die aber 
hier übergangen werden sollen. 

8. 127. 

Die Rectification der Ellipse and Hyperbel. 

Nach N. 18 in §. 126 ist 

5 



= /dfj/a'-cos^' 








die Länge des Ellipsen-Bogens AE^ 
wenn die Excentricität der Ellipse 1, 
die grosse Halbachse a und der Win- 
kel AOD = ^ ist, während ADC 
einen Kreisquadranten darstellt. Ist 
aber der Winkel COD = y, so stellt 



s 



= a /dq>y 1 j-siny^ 



den Ellipse n-Bogen BE dar. 
Dieser Bogen wird also durch ein elliptisches Integral zweiter 
Gattung ausgedrückt und wegen dieser geometrischen Eigenschaft der ' 
einen Gattung hat die ganze Klasse von Integralen den Namen der 
elliptischen erhalten. Setzt man die kleine Halbachse der Ellipse = 6, 

also b = }/a*— 1, so ist 



— = Ä, also 6 = — - und V = — anzu- 
a k a 



nehmen. Ferner 



ho . 1 . 
smrp = — fx = -7r/a?; 
go' yk' 



i 



1 

1 äSiny' = ^Vhx; d(p = doSiohxdx^ 



also 



s = ado* I hx^dx. 



ü 



Wenn ot und ß als grosse und kleine Halbachse der Ellipse 
gegeben sind, so dass also die Excentricität nicht = 1, sondern 



Ton den ellfptiaoIiMi Integrmlen t^ 

ia'—ß* . ^ aß 

^^ ^ e ist, so hat man — und — ; 

a ae ae 

statt t zu setzen, damit 



(1.) s=ajdg>^\^e'smf' 

den Ellipsea-Bogen darstellt. 

Der hyperbolische Bogen HD = u in Fig. 1 wir 
tegral gegeben: 

a = /di;)^costjj — cos|' = /rfi/j/sin |*— ( 

Um den hyperbolischen Bogen BD zu erhalten, 
D durch den Winkel BOD = a bestimmt ist, hat man 
von 1/ nach N. 3 und N. 4 in §. 126 die Gleichung; 

(2.) .g. = «^|Jsii = .ef,^ 

oder 

(3.) f, = i }/sin(|+ a) - Isiaa-a)]. 

Um das Integral 



ff = /dTj^sini' —Sinti;' 



in bekannter Form erscheinen zu lassen, hünnle man, 

Glied in der Wurzel gp8sser als 1 wäre, ganz wie ol 

formung des ElUpsen-Bogens verfahren, hier aber, w 

1 ist, muss man 

(4.) si«i, = |if(>x) 

setzen. 

Nach s. 23 (7.), (8-), (9.) ist aber 



SO dass 

würde. Man wird also unmittelbar darauf hingeführt, 
(5.) &mm = '^i— 
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und 

(6.) ^™^ = ft^' 

deun dann wird: 



y'sinf-sinV = |/^,+ 



fx' go 



ferner 



ti; = yi 



. __ - . /'a?" __ gohx 

^ ~~ ' ' ho^gx^ ~~ hogx* 



cos eiyaiy = -r— • — j dx, 

ttO QX 



und wenn man (5.) diflferenzirt: 

gx 
Daher ist 

ciw == ^oC^o — , 
folglich nach N. 2 in §. 123: 

Da nach §. 119 jedes F{q>) durch zwei elliptische Integrale zweiter 
Gattung ausgedrückt werden kann, so lässt sich also die Berechnung 
des Bogens einer Hyperbel auf die Berechnung zweier Bogen einer 
Ellipse zurückführen. 

Die Annahme (6.) führt auch, in Verbindung mit (3.) und {4.), 

die Gleichung mit sich: « 

sin itj 



tgqp 



isin|' 



ferner 



und nach (2.) 



und 



tgti2 sinqpsin^ 

i |/l — cos^^sinqp^ 

sinftgf sinop 
tga= "^^'^ ^ 



tgy 



|/l — cos|*sinep* 

cot^sinof 

}/sin(|+a)sin(§--a) 



elliptiBChen iDtegralsn drittel Oattang. 

Zehnter Absehultt. 

Von den elliptischen Integralen dritter 

$. 128. 
Die Bezeichnung, welche Jacob! fUr die elUptiscben In 
Gattung gewSlilt hat, ist folgende: 

/^ft'sinam^cosamjl^am^.sin'amudtt 



r- 



l — Ä'sin'anij4sin'am« 



n( 



Um die Legendre'sche Bezeichnung, welche schon ii 
fuhrt wurde, von dieser unterscheiden zu können, fUgte 
in %. 107, nach dem Vorgange des Herrn Dur^ge, jener 
hei und setzten: 



L 



-^ = 77,*.), 



J (1 -\-nsing>*)d{f) 
so dass also, wie man sich leicht überzeugen wird, die 

;. 1 -w / 11 . 1 n . tgamjl __, 

(l.) /7.(V,-A'6in'amv*) = «+^^jj^J7C«,. 

den Zusammenhang des Jacohi'schen Zeichens mit dem 
gebrauchten ausdrückt. 
Setzen wir: 

also 

am^^oc, sowie amu = 4f), 
so wird 



(2.) 



„ , , , Ja r k^sia o' sin a' da 

nach einer Bezeichnung, die wir bereits in g. 107 benut: 
dort gezeigt worden, dass 
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(3.) • n{u,Ä) = P(x,a) = xl!da + il^^y 

uiid um die am angeführten Orte abgebrochenen Entwicklungen wieder 
aufzunehmen, wollen wir zunächst einen Satz über die Addition der 
Parameter beweisen, welcher dem in §. 107 bewiesenen über die Ad- 
dition der Amplituden entspricht. 

Ersetzt man in (3.) erst a durch 6 und dann durch a-{-b, so 
erhält man: 

Pix,a + b) = .l'e(a + t) + il'^±l^^y 

Zieht man von der Summe der beiden ersten Gleichungen die 
dritte ab, und benutzt (3.) in §. 71, sowie die Formel: 

welche sich aus (1.) in §. 106 und (4.) in §. 113 sogleich ergiebt, 
so gelangt man zu der Gleichung: 

(5.) P{x,a)'\-P{x,b) = P{xya-[-h)-^eioeiofafbf{a + b) 

f l^faßfxf(a + b-^x) \ 
'^^'\i+fafbfxf{a + b+xy' 

welche man das Theorem über die Addition der Parameter in den 
elliptischen Integralen dritter Gattung nennt. Mit Hülfe der Formeln 
(1.), (2.), (3.) in §. 30 lassen sich hier die Functionen 

fia + b); f(a + b-^x); f(a+b + x); r(a + b\ 

welche letztere in P(j;,a-|-fe) vorkommt, durch die bekannten Func- 
tionen füf fb, fx und die ihnen entsprechenden g und h, ausdrücken. 

§. 129. 

Die elliptischen Integrale dritter Gattung müssen je nach dem 
Werthe des Parameters n durch verschiedene Formeln berechnet wer- 
den, namentlich wenn man sich der älteren Bezeichnungsweisen be- 
dient. Da aber eine Kenntniss dieser Bezeichnungsweisen und der in 
ihr ausgedrückten Formeln unerlässlich ist, so wollen wir in Folgendem 
bei einigen Hauptsätzen beide Darstellungsweisen neben einander durch- 
führen. 

Wenn Jacobi den Parameter n durch — Ä'sin'arail ersetzt, so 



VoD den elliptischan 

wQrde diese Darstellungsweise nt 
sehen und —k' liegt. Sobald 
andere Grenzen fSllt, so iniiss /. 
diese Bezeichnungsweise noch an 
setzt 

A = 
so wird 

K' 
da v^a-^ ist. Geht also in 

Uher, so verwandelt sich in den 
in A-^-ICi ühergebt, so muss a 
ist nach dem Früheren: 

(2.) sJnBmX = sina 

also 

(3.) »mam(/ti+Jr) = ß51+J 

und 

(4.) sinQm(J + ff'i) = ' 

fS.) 8inanijli= sinam — a 

Nach N. I in S- 126 erset 
— A'sin'amil; geht also A Übe 

Ai; Ai' 

so verwaudelt sich entsprechend 

ft'tgo"; — 
Reicht also n 
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• 

I) von — oo bis —1, so wird n = — Ä'sin*ani(il + Ä''t) = 



II) von — 1 bis — fc', so wird n = — Ä*sin'am(^i+Ä') = 



sina' 



HI) von — Ä' bis 0, so wird n = — Ä'sin^aoiil = — Ä^sina^ 
IV) von bis oo, so wird w = — &*sin'am^* = Ä'tga''. 
Man hat nun vermöge (3.) in §. 128 die Formeln: 

(6.) mu,A + m) = a^rOia+innuü^t^^^ 

.(7.) mu,Ai^K) =.i'ö(ai + i.) + i/^|±i^). 

Wendet man also zur Transformation dieser Ausdrücke die For- 
meln des §. 21 und §. 22 an, so gelingt es sehr leicht, sie in folgende 
zu verwandeln: 

(8.) n(u,A+m) = n(u,Ä) + ncotam^ ^am^+ .i/(^ smam(^--u }\ 
^ ^ / \ / I -ß ^ sm am. (il -}-«)/ 

(9.) iniu,Ai+lO = i/7(«,4i) + «Ä'|^|^) 

^ / FsinamMCOsamw \ 

^ Vcot am (A^k^) Jam (A^k^) ^^amw/' 

um z. ß. aus (6.) die Formel (8.) abzuleiten, entnimmt man aus 
8. 22 N. 2 die Formeln : 

d(a+ivi) = ie(ae-'''+^^ 

Ö (a? — a — ivi) = i<? (a — a?) e'(-*-«)+4'', 

so wie 



Daher ist 



und 



rö(a + ^W) = /'^a — « 

'd{a + ivi + x)~ €^(a+x)^ ^' 
Mit Benutzung dieser Formeln verwandelt man leicht N. 6 in: 

Zieht man nun von dieser Gleichung die folgende ab: 
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n('..A) = Ma + iiy^^, 
SO ist der Rest: 

iZ(»,J+lf'i)-fl(«.'<) =«l'f«+!l^f^ 
Es ist aber 

fa fa 

feroer 

fa = ji'ft sin am j4 / ga= y-jrcosamA; 

ha = -T^JamAf(a+x) = }/ks'mam{Ä+v 

und endlich 

xdo' 



und somit ist die Gleichheit von N. 6 uod N. S nachge\ 

Man ersieht aus N. 9, dass in dem zweiten und vi 

aufgezählten Fälle, welche bei dem Werthe von n unter 

den müssen, das Imagln&re in den Formeln sich nicht v< 

§. 130. 

Für den weiteren Fortgang der Entwicklungen bed 
nächst einer Beihe von Formeln, welche ähnlich wie dj 
in §. 128 aus den Formeln (5.), (6.), (7.) in §. 27 gel 

Behandelt man diese drei Formeln in gleicher W 
N. 4 des §. 27 in §. 107 benutzt wurde, so gewinnt m 
folgende vier Gleichungen: 

./ i—fafx ' ö{a^x 
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Mit Hülfe der Formeln: 

Vda = l%a — Vfa = l^a - Vga = VG^a — Vha 

verwandelt man diese vier Formeln ohne Mühe in vier andere, von 
denen z. B. die erste so gewonnen wird, dass man xUda durch 

xl^a — Ufa Idx ersetzt. Man erhält auf diese Weise: 



X 

"A» / :; — 7~rr-5 = xl%a + U-^. — ■ — (• 
' JX — fa'fx^ ^ ^^ d{a + x) 

Benutzt man noch die Formeln: 

faf*a = — "", a = 5- 

' ' ho go^ 

und die so häufig angewendeten aus §. 26, so erhält man im Ganzen 
noch 12 Gleichungen, wenn man l'da nach und nach durch Pfia, 
r^a, P^ia ersetzt. 

Die sechszehn Formeln, welche man auf diese Weise gewinnt, 
lassen sich, wenn 

xPda=:A und ^l i^^T^l ^B 

^ 6{a + x) 

gesetzt und die sechs ähnlichen Ausdrücke, welche sich von diesen 
nur durch die Zeiger der Theta unterscheiden, durch dieselben Zeiger 
an A und B angedeutet werden, sehr übersichthch darstellen, wenn 
man folgende Abkürzungen anwendet: 

fa^fx'— 1 fa'gx^+ha^ _ fa^hx'+ ga' _ ^ 

faf'a gag'a haKa 

fx'-fa' ^ gx'-ga' ^ hx'-ha' ^ 
fafa gag'd hah!a 

faf'ß gag'o. hah'a 

ga^fx^—ha^ __ ga^gx^ + 1 _ ga^hx^ + fa^ _ ^ 
faf'a ~^ gagfa ~" hahfa "^ 

Wenn die untere Grenze der Integrale und die obere x ist, so 
nehmen mit Hülfe dieser Bezeichnungen unsere sechszehn Integrale 
folgende Formen an: 
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(4) / •" lf°'/ ' '" - I | f(° + ») I , 

^'■> Jt-f^'ß-+'°Jfa--ß' -2ira'f(a-x) + ' 

, , /' dl /■ dl 1 £(o+£) fto* 

*' Jt-fa-ß' ' Jga-~ha'ß' -■Ltfagia-xy'ha' 

«1 / a f.' / dl 1 t(°+») I a«' 

*■ ' Jl-fa'ß' gal/ha'-ga'ß' Ufa h(ii-x]^ ga' 

Aus diesen Formeln leitet man nocb zwei andere ab, wenn man 
sich zunächst aus den ersten 3 Gleichungen auf Seite 107 die folgen- 
den gebildet hat: 



C':) 



(8.) 



l'fg-Vfx- f{x-y) 

Vgx+Igg /•(»+») t(x-ii) 
Vgx—Vgy f{x—g) ' h{x-^y) 



^ ' eia-rhy f(x-g)' g{x^g) 

und dann (5.) und (6.) von (4.) abzieht. Man erhalt auf diese 

Weise, wenn man die erste der so gewonnenen Gleichungen dui^b 

7—z und die zweite duii;h — j dividirt, die Formeln: 
Äa ga 

,,., ,, /■' dl , / dl 1 ,i'l'fa + efx\ , 

('»•) f'J^(¥=rP+4ürWß- =2??i'(ife=(fj+" 

,,„, . , r dl , /■ dl go^ ,feka — Phx\, , 

von denen die (10.) der (4.) gleich ist und nur wegen der Symiuetiie 
mit deo ilbrigeo durch Benutzung der N. 7 eine etwas andere Form 
erhallen hat. 

Wir wollen nun in den drei Formeln (4.), (5.), (6.) die bekann- 
ten Substitutionen einführen: 



r 
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/, . ,/ft ■ ■^a 

fa=/ÄSiiic; ga = y-jT cos a', "" =^ "öi 

fx = ifks\nl, gx = y^cosi; f^^^p 

und aus §. 30 die Formeln benutzen : 

f{a + x) _ fagxhx-\-fxgttka _ coxiJi + colaJa 
f{a—x) fagxhx — fxgaha col^äi— coiada 
gja-'tx) _ gagx—fahafxhx _ \ — l^aJat^^J^ 
g[a — x) gagx -\- fahafxhx l + ly« Jatg^J^ 
h(a-\-x) hahx—fagafxgx _ JaJj — k' s in « eosasin jcasj 
h{a — x) hahx -\- fagafxgx Jct^^ \-k sinacosasin^cos| 

Setzt man hier noch: 



cot a coli *'^' JaJt 

und wendet die N. 16 in S- ^1 ^n, so verwandelt man die Formein 
(4.), (5.), (6.) leicht in die folgenden: 



(14.) 



(15.) 



(16.) 



yi d l n( dl 

y(l — Ä'sino'sin/').^! 1/ sini'N 
(] V sinaV 

/•i dX , pi dl 

y (1 — A'smo'sinr)^^ " I /•, z/or' . ,„\ _,, 

|> ^ ^ kJ \}~ - — ,^mV\Jl 

ß dl j„tga' Qt dl 



2z/o 

, elllpllicbe Inlegi 
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Fuhrt man in den drei Formeln (4.), (5.)' (6-) s'a" des reellen 
Arguments a das imaginäre at ein, und benutzt die Formeln aus §. 23: 

fat = ' . t; ; gat ^= — ; , ., ; hat = -7-; — rr ; 

indem man noch, der Kürze wegen, f(a',v'); g{ü',v'); k{a',v') durcli 
f, (f, h' ersetzt, so nehmen diese Formeln für 

,n -JLfl^-^,«- rj^'B-i,,- Lt£~u,s 

die folgende Form an: 



(2-) 
(3.) 






Maeht man hier die Substitutionen 



f' = Vi^sma'; g' - ]/-^cos«'; A' = ^^ 

so führt man diese Gleichungen leicht auf solche zurück, in denen die 
Integrale die gewöhnliche Form der elliplischen dritter Gattung ange- 
nommen haben, in ahnlicher Weise, wie dies in den Formeln (14.), 
(15.) und (16.) des §. 131 der Fall war. 

Aus N. 2 ei'giebt sich dann, dass ein Integral, dessen Para- 
meter R grösser als der Modul k ist, stets in ein anderes 
verwandelt werden kann, dessen Parameter kleiner als 
h ist 

Die Formeln (3.) und (4.) liefern ausserdem, in Verbindung mit 
(14.), (15.) und (16.) die Mittel zu den in §. 129 als erforderlich 
nachgewiesenen Rednctionen. 
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§. 133. 
Die wichtigsten der in den beiden letzten Paragraphen gewonnenen 
Resultate lassen sich auch auf eine andere Weise ableiten. Bestimmt 
man nämlich eine veründerliche Grösse y durch die Gleichung: 



xy = \x(\ —x){\ — cx) = ip{x), 
so wird : 

und wenn man annimmt, es sei 

a^l+a + 6 + aA = (l+a)(l+A}, 
und 

c = ab, 
so wird 

y' + a = 1(1 +CaH-fr)a! + a6x') = 1(1 +ar}(l +6i). 

Differenzirt man diese Gleichung logarithmisch, so ertiSIt man: 

y'-j-ß ^l-|-Oir \-\-bx x) \ i-\-ax \-\-bx) x ' 

und wenn man diese Gleichung wieder durch y^ — V(^) (^'^■'^'■'t 
und dann integrirt, so gelangt man zu der Formel: 
f d^ , r dx ^fdx r dy 

J {].-{- ax)^px^J {\-{-bx)\iix Jipx ^ y'-l-(l+a)(l +&)' 



(1-) 



^{x) = ix{V — x){\ — abx). 

a =^mk und b = — , so ist stets: 
m 

/ dx n dx 

= /:t _2 1 '- iL 

•^■^^ J,'+(.+»*)(i+i)' 



15*. 
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y = :rV(^)- 



Diese Gleichung (1.) slellt die N. I in §. 131 dar. Da man auf 
demselben Wege atich zu N. 2 gelangen kann, so wollen wir die dazu 
erforderliclie Rechnung hier mittheilen. 

Man beslinime y durch die Gleichung 



S(\—cx) = )'a;(l — i)(l —cx) = jpx. 
Dann wird 

und wenn man annimmt, es sei 

a= r und c = a-\-b — ab, 

ab ' 

so wird 

Differenzirt man diese Gleichung logarith misch, so erhält man 
2abydy ^r a . b " ^jx 

1 — aby' \\ ^ax \—bx 1 — ex-' 

_ f a — c b — c \ dx 

~\l — ax~^\—bx'^Vi—cx 

und wenn man diese Gleichung wieder durch y ^ ~- — dividirt und 

dann intcfjrirt, so gelangt man zu der Formel 

(^•) »(«-i)/~5-^-;+«(»-i)/"(Tr:£j^ 

y l — aby* J ipx 



c = a-i-b — ab und y=i/-i 

und die N. 2 in etwas veränderter Gestalt darstellt. 



VertauDcbang der Parameter mit den Amplituden. 
Wenn zwischen x und |, a und a die beiden Gleichungen Statt 



J 

) 
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(1.) FS = xHo'; Fa = a^o^ 

unil man benutzt die Bezeichnung, welche in §. 107 eingerührt wurde, 

P( 1 _ f n /" ß'dX _ äa /• i'sina'sin^MA 

{X, a) - ta( aj Y_ß'ß'> ~ -^J (l_ft'sina'sini')^A 

_ Ja /• dl Ja_ rdl 

Igoy (1 — A'sinci°sinA*)/iA tg« y Ji. 

SO ist 

(2.) P(.,.) = .,.„ + ä,|fc| 

also, wenn man x mit a veilauscht und berücksichtigt, dass ö(— ») 
= 0z ist, 

(3.) r(„,.) = »rox+j,|fc|]. 

Nach §. 113 N. 4 hat man aber, wenn ip mit % vertauscht wird, die 
Formel 

(4.) ^o'E($) = tdx^xl'^o. 

Multiplicirt man also (4.) mit a und vertauscht nachher a mit x und 
a mit I, so erhält man die beiden Gleichnngen: 
Fa.E^=al'ex-axV'^o 
F^.Ea = xP6a — axl"^a. 
Die Differenz dieser beiden Gleichungen ist aber der von N. 1 und 
N. 2 gleich, so dass man also zu der Gleichung gelangt 

P{x,a)-P(a,x) = Fi.Ea — Fa.E§ = xeda-al'dx 
oder 

Ja (' A'sing'si n^'rfA 4% /" fe'sin|'&inX'dZ 

^^'' Ig^ y (l-ft'sino'sin/'')^A ~ t^7 (1 -Ä'sinf sin^J^X 

= F^.Ea-Fa.E^ 
oder auch 

,„, ^ / rf^ ^g /• dX 

^ > \%a J (1 -ft'sin«'siDA')^i ig^y (1 -ÄMn^sinTj^A 

"=.5(.„+|i)_..(K,;i|). 
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Diese Formel lehrt ein elliptisches Integral dritter Gat- 
tung in ein anderes derselben Gattung zu verwandeln, in 
welchem die Parameter und die Amplituden mit einander 
vertauscht worden sind. 

S. 135. 

Die beiden folgenden Paragraphen werden uns noch zwei ähnliche 
SMtze kennen lehren. 

Es ist nach N. 7 in §. 130 

(1.) eo't^ /^!^, = ,f^«+^,|^). 

^ ^ ga JfV—fa^ ^ <?(a + a?) 

Man setze, wie gewöhnlich, 

F(a, k) = F(o', V) = oQ(o, v)' = a%{o, v^ 

F(ß, k) = F(/S', äo = ft S (0, vy = Ä'^ (o, vy. 

Vertauscht inan in (1.) a mit ai und o; mit 6, so erhält man nach 

der Division mit i 

ß 
J{a\V) f cos A VA 






tga' y (l+cota"sinA')J(A,Ä) 

da ^ 6>{b-\- ai, v) 

Vertauscht man hier zunächst a mit 6, also a mit ß und dann v mit 
y', also k, a, b, a, ß entsprechend mit ä', a', b\ a\ ß\ so ergiebt 
sich die Gleichung 

^ '^ tg/9 y(l + cot/9'sinr)4A,&') 

^, dl^(bH,v') ß(Vi-a\v') 

Nun ist 




^(6 + at, v) =- Q(t(a-6t>y) = i^/—e "' (?(6't-a',v') 



also 



A{ai^b,v) _ 4aW d, (b'i-a\v^) 
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oder da 

/(-l) == ni 

ist, 

1 ,€(( ai-b,v ) 6i{bH-a\v') _ , 4a& _ , i^ 

Die Summe von (2.) und (3.) führt daher zu der Formel 

^ -^ tga' J (l+cota''sinA')4A, k) "^ tg/9 7 (\+coiß'smV)J(l, Ä') 

, , 2a6 ^dl6i(ai,v) Mm%v') 
^ ' V da dV 

Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich umformen, denn es ist 
nach §.21 

I — 
ei{b%v')=^^^e-d{b,v). 

Da aber da'ida = vin = db^idb, so führt die Ableitung dieser Glei- 
chungen nach a und b zu 

d ie(a\v') ___ Jv diei(ai,v) 2a 
. da' ~' ]/ v' da n 

dld{b,v) _ Iv' dlfi(b%v') W 
db ""Fr dV n ' 

Nun ist nach §. 113 N. 4, wenn man diese beiden Formeln anwendet 

Mit Hülfe dieser Gleichungen und der N. 1 in §. 120 gelangt man, 
wenn die Gleichung 

?^Q(o, vy = a'6Q(o, vY Q(o, v'Y = F{a\ k')Fiß, k) 

TT/ 

berücksichtigt wird, zu der Formel 



x^ 
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._. dlfiiai,v),.dlflib'i,v>) 2ab 

^^•> " d^ +** dp V 

= F(ß, k)F(a', k')-F{ß, k)E{a', *') - F(a', *')£(/?, k), 

also endlich 

^ '^ t8o'y(l-|-cota"sinAV(Ä,ft)+ tg/J ./(l+cot/?'sinr)J(A,A') 

= \n^F{a\ k')Fiß, k)-F{a', k')E{ß, k)-F(ß, *)E(a', *'). 

Id dieser Formel kann natürlich a' auch mit einem anderen Buch- 
staben, z.B. a, vertauscht werden, aber a' ist der Symmetrie wegen 
beibehalten worden. Aus dieser Formel leitet man auch noch leicht 
die folgende ab: 

^ ■'' sin2a'y (l+cota"sinA')4A,ft) "^ sm2ßj (1 4-cot/9'sinA VC'l.*') 
= ^n + F(a', k')F(ß, k) + F(a', k') \^^ - E(ß, k)\ 

+ F(ß,k)\^ä^-E(a',k')\ 



cota 



§. 136. 
Nach N. 4 in §. 130 hat man die Formel 

X 

Man ersetze hier zunächst x durch b und a durch ai, dann verwan- 
delt sich diese Gleichung in 

^ ^ y cos a' + Ä sin a' sm l da ' ^ ö (6 + at) 

Vertauscht man hier b mit a, also or mit /?, dann r mit v'^ also ^, 
a, 6, a, /^ mit A', a\ 6', «', /J', so erhält man hieraus 

(2\tuSAS A^/1^(M)£^ _ ^, dm'i, V) d(a'-b'i,v') 

(2.) tgM/J, A)/ T+pii^ö^ - " "~"rfF~ + ^''^(a' + fe't,,.') 



("'-t'O' 
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Ferner ist nach §. 130 N. 10 

(3.) »„■/f»i/l^ff^.=.f,a + Ji|^4 

^ ' gaJga'-ha'fx' ^ 'M(* + ») 

Vertauscht man hier x mit b und a mit ai, so Itommt 

p 

/• Ä"sinrdA 

(4.) sm „'cos«'4«', *■)/ ^1 _ ,,^^, j^,^|„ j,j^jj_ j, 

- " S + ' «(6 + oi, ^)' 
Es ist aber 

4(4-01, ») = 4(j(-0-6i), >) = }/—d(a' + b'i, v')e ^ 

4(i + oi ») = 4(>(a — »•), ») = ^—e(ii'-b'i, »')' 

also 

1 g(a' — fe'i. »^) ^b - ai, >) 4a'y _ 4a6 

* ' . »(o' + *'>.»')<((* + Ol, ») ~ ^ ~ » ■ 

Die Summe von (2.) und (4.) giebt daher mit Rücksicht auf (7.) im 
vorigen Paragraphen 

sin2a' ., , U-. /• y sini'.« /' /!{>., /e)' di 

(b.) 2 '■"• i/(l-^(„',S')'sln»V('.*) •/n-*"Wsini' 

= F(ü/, K)F(ß, k) - f(o', *■) E(ß, k) - FC|!, *)E(o', V). 
Aus dieser Formel leitet man auch leicht die lolgende ab: 

y'sin2a' r dl^ iJjß.h) f _ dl 

* ■> 2^(<.',ftOy(l-,;(o',*')'sinlVi+ »i"2|»./(-;^j,.L!£^V,(i,j,) 

^Fia; K)F{ß, k) + FK K) jÄfi -■EOS, i) j 



, jÄ"sina'eosa' 



+fO».*)RS-Sr -£(«'.»') 
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§. 137. 

Die Gleichung (6.) in §. 134 führt, wenn ^=in gesetzt wird, 
zu der Formel 

^ in welcher wir£ und F statt der von Legendre gebrauchten £' und 
F' gesetzt haben, um mit diesem letzleren Zeichen lieber die Integrale 
£(i7r, A') und F{\n,W) andeuten zu können 

Die N. 8 in §. 135 liefert für ß = \n die Formel 

Diese Formel lässt sich auch, wenn man den Zähler des Bruches unter 
dem Integralzeichen durch 

— ^ - tg a' VI + cota"sin A') 
cosa' ^ \ i 

ersetzt, so darstellen: 



(3.) j(^.y)_ r rfA 

cosa'sina'y (14-cota" 



(I 



(l + cota''sinr)z/Ä 



In §. 136 erscheint das zweite Integral der N. 6 unbestimmt, 
wenn ß,= ^n gesetzt wird. Es ist aber dann auch b = ^rc und 
daher 6' = ^ v, also 

dlfjib'i, v ') ^ 26 g(Q, vy dldjp, v) _ 
db' ~ n ei{o,vf db " 

^Wi^n^iM = '(- ^^ + ^'" = '^* + ^*" • 

Daher wird das zweite Integral in N. 6 für 6 = ^7t gleich 
a' — JTT — a' = —^n. Es verwandelt sich folglich N. 6 in die Formel 



ferner 



also 



Von den elliptiBoben Integralen ddtter 
(4.) sHi«'cosa'^(a , W)Jj^-^j^^y^ 

= 47i+(F-E)F{a',fc')-F.£( 
Aus dieser ergiebt sich auch sehr leicht die 
if' siflc'cosa' /'!" dl 

^^•> J{a',li') J {\-J(a\}iysau 

= \n-^{F—E)F{Q\k')-F.E{a', ft') +■ 

Vermöge der Formeln dieses Paragraphen kai 
standige elliptische Integral dritter Gal 
rechniing elliptischer Integrale erster un 
zurilckgeruhrt werden. 

S; 138. 
Man kann zu diesen Sätzen auch auf ande 
von denen zwei hier kurz angedeutet werden so 
Man setze 

«=l-c(l-a){l-/?) 
und 



__ Ja{\ -a)(n-ß) 
\ nun m und n als Functionen vo 



und 

_ (1 — 2a)(w- ;ä ) + a(l-«) _ 2a(l - 

^1-c a + ß^2aß 

Da nun n eine symmetrische Function 
ist auch die linke Seite der Gleichung: 

,-.-2(>^«„A(5) = »4i 

eine symmetrische Function von er und ß. 
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solche ist. Vertauscht man aber a und ß mit 1 — a;* und 1 — y', so 
wird für c = /c' 

und 

wenn man setzt: 

a;'+a;J = l und fcV + a:J = 1. 
HicFnach ist also, da 

d /m\ i d / xx^x^ \ 

wird, 

denn die linke Seite dieser Gleichung wird nicht geändert, wenn man 
X mit y vertauscht. 
Es ist aber 

also, wenn man die vorige Gleichung mit multiplicirt: 

Äy ^ /a;a;,.r^ \ _ feV d / yy.yA ^ a?, y, 

y,y%dx\ n ) x,x^dy\ n J x,y,y^ y.x.^t 
Integrirt man hier zunächst von a? = bis o? = j?, dann von 
y = bis y = yy so erhält man, wenn der Integrationsbuchslabe l 
genannt wird: 

p VdX r^ Vdl 

%J A, A« v/ A, %/ A| tX A#, A, 



\"% 



§. 139. 

Auch die allgemeine Reductionsformel in §. 5 gewährt uns ein 
Mittel, diese Formel abzuleiten. Setzt man nämhch in ihr: 

und 
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SO wird: 

q>'a = 2]f^a^^ und 9)"'a = 6*% 



da 
ferner 



daKAZ v4'* 



da\A^ A' 

Bei diesen Annahmen enthält die Fl)rmel nur drei Glieder: 



X 

Adx 



A ^ daJ Aiq>x ^ da J Af^ -{ } 

: =-2,/^1j,/^/;^j+ä;/^. 

Multiplieirt man diese Gleichung mit = und integrirt von 

k^ ]fq)a 

a = bis a = a, so wird : 



2|/y^ r" da lyjtfa /'^ dx 

* ^ i/ (ö — ^) "/yö ** ^ (^ ~~ ^) )V^ 

_ rada fdx Pda /\ 



Diese Gleichung und die letzte in §. 138 sind aber nichts Anderes 
als die Gleichung (5.) in §. 134. 

. 8. 140. 

Räiheneutwicklungen für die elliptisclien Integrale dritter Gattang. 

Zu diesen Reihenentwicklungen führen unmittelbar die Formeln 
des sechsten Abschnitts. Man gelangt z. B., wenn §. 81 benutzt wird, 
fast ohne Rechnung zu den beiden Formeln: 

^^') faJl^fa'fk^^'^ da +^'^(a + ir) 

- a;cot a 4- 4:r >:" ö^* — — -^ 4 ^" i^5i^?l^^— 
~a;cota + 4a:^^ 9 1-9^^ ^^1 5(l^g^^) 
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ro^ /!? C" ^^ J^^"" I , ^(«-^) 

_ sin(a — a?) , ^g'sin2Äa ^^ y.cu ^^^sin2^asin2ga? 

"■* sin(a + a;)"^ "^1 1-^^* "^i sil-q^^) 

In diesen Formeln kann a mit ai vertauscht werden. Um die 
Rechnungen ausführen zu können, welche diese Substitution nach sich 
zieht, müssen wir von den Annahmen ausgehen: 

und die Formeln (7.) bis (13.) in §. 23 benutzen, nach denen: 

fax _ ^ ^ gaihai __ %do^h(a!,v^) _ ido^ J{a\ v^) 
fai ~~ fai ~~ f((i\v')g(a\v*)'~~ V sin a' cos o' 

/ai»=-Ätga'^ /a;' = *sin|'; dx =^ -^^^^ 

Das Integral in (1.) verwandelt sich dann in: 

^ dl 



sina'cosa'y (H-Ä^ga 



(H-Ä'tga''sinr)^A 

Auf der rechten Seite der Gleichung erhält man nach N. 6 in §. 81 : 

g'sin25at 



VQfiX = cot ai 4" 2t^ 



i sm^i^t 



und nach N. 1 in §. 81 

Wenn man noch (e'^"~\)~^ in ^^e"'^"^ verwandelt und 

2a ^ 

— = c, also e^" = 6—'' 

setzt, so erhalt man endlich: 

dl 



(^•) /(i 



(1 + ÄHga'' sin r)^A 
sin 9«' ( 1 flM»— ^0 {—a-''^' a^*-«") 
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Da nach §.51: 

• dl 






so ist a stets kleiner als \v^ da a' stets kleiner als ^n ist, und da- 
her ist c stets kleiner als t, und die Reihen in (3.) convergiren immer. 

Die Formel (2.) führt durch Vertauschung von a mit ai nicht zu 
wesentlich anderen Resultaten. 

Wie ein Integral mit complexem Parameter zu behandeln wäre, 
ist in §. 100 angedeutet worden. 

§. 141. 

So wie in §. 118 das Additionstheorem der elliptischen Integrale 
zweiter Gattung zu ihrer Berechnung verwandt wurde, ebenso lässt 
sich das Additionstheorem der elliptischen Integrale dritter Gattung für 
die Berechnung dieser Functionen benutzen. 

Aus den letzten der Gleichungen (5.) in §. 110 ergiebt sich, 
wenn man sie mit Ä^ multiplicirt: 

^iS^i^i +^^«i«i = Ä? = i -^\ 
also 

Und wenn man- hier, wie zu Ende des §. 112 bemerkt wurde, 
für a.^ das negative Zeichen wählt, so ist diese Formel: 

z^^xyz.z^ = \ — x,y,z^ 

direct für das Additionstheorem in §. 108 zu benutzen. Es ist also, 
wenn man in (5'.) jenes Paragraphen 



]/(,+„)(, 4.^)^,, 



setzt, 



=/i 



{\ + nx'')x,x, 'J {l + ny')y^y, 

dz ,1 ^ iijL'yz 
1 arctg ^ ^ 



(1+wä')ä,ä, lii ^X + n-^-x.y^z^ 

Nimmt man hier y = x = smq)^ imd z = sin^, so erhält man 
die Formel: 
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^ ' y(l+»sinA')z/i 



J ( 



/ ^ '^^ I ^ arcte ^sinysiny* 

/ (t+«sini'')^i^ ju 1 +n-* — cosqpcosyj 

und es finden, wie schon in §. 118 bemerkt wurde, zwischen qp und 
<f^ die Gleichungen Statt: 

fcsiny = siny und sinqp, = sin^y:cos^y. 
Setzt man: 

larctg ,^^fy^'"y' , = r(y). 
^ 14- w — cosqp cosyj ^^^ 

so lässt sich (1.) so darstellen: 

Verfährt man nun mit dieser Gleichung ganz so, wie die Gleichung 

E(f = lEif^ — sin (p sin y* 

in §. 118 behandelt wurde, so erhält man die Formel: 

(2.) n.(qp,«) = F(9P) - \T{sf) + 27(9.) + 2'r(9),) + 2»r(9P3) + .••} 

bei der freilich die Reihe, welche von dem elliptischen Integrale 
erster Gattung abgezogen werden muss, um das entsprechende dritter 
Gattung zu erhalten, weit beschwerlicher zu berechnen ist, als die 
entsprechende in §.118 für die Integrale zweiter Gattung. Wenn 
der Parameter n negativ ist, so besteht bekanntlich der subtractive 
Theil in N. 2 aus einer Reihe natürlicher Logarithmen und wird dann 
additiv. Im dreizehnten Abschnitte werden wir eine Methode kennen 
lernen, wie die für unsern Zweck erforderlichen Rechnungen auf eine 
zweckmässige Weise geführt werden können. 

§. 142. . 

Nimmt man die Formehi (1.) oder (2.) in §. 116 zu Hülfe, so 
kann ein elliptisches Integral dritter Gattung auch in Reihen entwickelt 
werden, die, unter gewissen Bedingungen, ziemlich stark convergiren. 

Wählt man z. B. (2.) und setzt \ \k -\- -r-J = m, so erhält man die 

Entwicklung: 



/ 



Von den elliptinohen Integralen dritter OHtiung, 
d<p 






' (l-\-naiaip')yi — Ä'siny' 

sin qp + i (mk — n) sin g>'-\-i(i (3m'— t )fc' — mkn + «') i 

+ 1 (im C5m'— 3) k'— l (dm*— 1) ft'n + mAn'— fi')sin ?i' 

Da die numerische Berechnung eines elliptischen Integn 

Galtung fast immer mit Schwierigkeiten verbunden ist, so I 

auch diese Reihe mit anfUhrcTi wollen, selbst wenn sie nur in 

Fällen zu benutzen wlire. 



Einer Abschultf. 

Reduction einiger speciellen Integrale 
elliptische. 

8- 143. 
Unterwirft man den Bogen (f der Bedingung, dass 

(t.) tgy = li^, 

^ c gx 

wo c Qine willltUrliche Constante sein soll, so findet man: 

Aj' _ 1 — ( 1 — c'hp-'^) sin y' 

Ao' "" 1 — (1 — c'Ao')sin<p' 

Bestimmt man nun c so, dass 

1 — c'Ao-^ = o' und 1 — c'Ao' = 6' 

und setzt 

1— o' = a"; l-b'=b", 

so wird 

(2.) c = Y^ nnd ko = J^- 

Mit diesen Werthen fUr c und ho erhält man sogleich 
/q \ A** f 1 _ y'siny * _ g|^ _ cosy' hx* _ i — i 
^ 00*' "~ 1— 6'sin(p"> ijo' ~~ 1— A'sinffi^' Äo' 1 — i 
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*- ^t a.« 

und hieraus 

(4.) ^ + (iT— ) /^ = 1 — JT-- — i- 

^ ^ ^b'go y 1 — 6 sin qp 

Die Ableitung der Gleichung (1.) nach q> und x giebt: 

. dqt ((o^hxdx 

(5.) a = jj — • 

^ ^ COS ff cgx 



(6.) 



Nimmt man hier den Werlh von hx und gx aus N. 3, so erhält man : 

dtp Qo' da? 



j/j— a'sin9)M/l-'6'sin9)» ^' 

und wenn man diese Gleichung mit (4.) multiplicirt, so wird: 

,_, , ,/l-6»sinqp'_ Qo'flte 

Aus (1.) ergiebl sich, dass <p und a; beide zugleich die Werthe 
und \7i erreichen, denn es ist fo = und ^^t; = 0, daher ist das 
Integral von (6.): 

*■ ■ ^>/l-o'sin<p']/l-6'sin9)' b' 

Da sich aus (2.) 



/rr-f V«'- b 



s 



ergiebt, so muss a grösser als b angenommen werden, während beide 
kleiner als 1 sind. 

1 a' 
Setzt man, wie immer ä' = -— x = -j-, so wird zunächst nach 

ho 6' 

§. 43 die Grösse q berechnet, indem man sich aus der Gleichung: 



cos/j=/*'=±=/i-|; 

den Winkel ß verschaflfl, und dann findet man aus der letzten der 
Gleichungen (3.) durch sing) die Function hx, also, nach §. 44, das 
Argument x, .Es ist also die Berechnung des Integrals (8.) auf die 
Berechnung eines elliptischen Integrals erster Gattung zurückgeführt. 
Das Integral der rechten Seite von (7.) ist ein elliptisches Integral 
dritter Gattung. Wenn man aber dieses Integral mit N. 1 in §. 130 



ReductioD einige)' speoiHtlen Integral« auf elliptische. 

vergleichen will, so muss man a imaginär nehmen, also et 
a schreiben. Man erhält so, wenn man der Kürze weg( 
Sf(8',/), Ä(a',»>') durch f, g', k' bezeichnet und die Foi 
(8.), (9.) in S- 23 anwendet: 

(9.) ■«"■*' 






Setzt man also in (7.) 

~ = /l = t^^ 
und benutzt die Formein unter N. 5 in g. 97 

so erhalt man: 

(10.) /-(»',,-) = A.|/|:; <,(.',^) = t^/^C=fc.; 



Alis der letzten dieser Formein findet man auf beiian 
»' und dann a durch die Gleichung: 

Mit Benutzung aller dieser Werthe wird das Integral 
chung (7.): 

(11.) /l JIE^Z = i^J^ LeQ(^i),-i^JM: 

Wie die rechte Seite die.ser Gleichung in Reihen aufzi 
kann aus §. 140 entnommen werden. 

§. 144. 
Nach S- 26 finden Tolgende Gleichungen Statt: 

Das Ppoduct dieser Gleichungen, durch kfx^ dividirt, gii 
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-|7^ = f7-T-*+'^ =(äF+'^'V -(7* + ''*) 

Es ist also 



(10 



k'^gjr'hx' 

—kfp~- 



p.) 



er 

Bezeichnet man aber f(j:',v'), g{j',v'), k{s',v'} durch /', g^, h', 
so isl 

(3.) A(o,»'')'r = »(<''>'')' — 9" ""«l A(o,v')'A"= 1+3(0, *')V'- 
Nimmt man also an, es wäre 

(*■> ^+^^ = ^ = 7' 

WO a eine noch zu bestimmende Conslante ist, so wird die rechte 
Seite von (1.) 

Wird nun 



angenommen, so dass s 



wirJ, so nilirt die Quadratwiirze! aus (1.) vermöge (3.) zu der Gleichung 



ReduDtioD einigsF epeciellen Integrale 
Cfi 1 ga'feg _ P^ 

Um N. 2 zu transforiuireD, setze man, äbniicl 

wo wieder ß eine zu bestimmende Coustante 

f{af',v"), g{x",v"), /j(j;", »■") geschrieben f 
dann 

(8.) ^ = !3p = . 

UDd 

und erbält abnlich, wie oben, 

(10.) s^ = CZ. 

Nacb (6.) und (10.) ist also 

iin ' ■'f". ' V M 
^ > ^iOo'fxdx ei(<,,^)'dx'\g{x;^y~t 

Die Ableitungen von (4.) und (7.) nach x, x 

Der Quotient dieser Gleichungen durch N, 11 fll 

Die Integrale der Summe und Differenz diesei 
(„.) !^/^ =.-,(„.)■.' 

(16.) !^*^y^i,=B+^(«,/)v 
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Die CoasUntea A und B sind dadurch bestimmt, dasB für a; = o 
die Variabein sf und x" gleich ^n werden, und fUr x=:^n beide 
verschwinden. Die Grössen v' und v" werden ans den letzten der 
Gleicbungen (5.) und (9.) bestimmt und a?" und a^' aus (4.) und (7.). 

S. 145. 
Hultiplicirt man (12.) tmd (13.) entsprechend mit den Quadraten 
von (4.) und (7.), so erhSIt man: 

und 

oder, wenn man von diesen Gleichungen (12.) und (13.) ebiieht: 

Das Integral der Summe und Differenz dieser Gleichungen giebt 

(1.) ~/^ = «(». '')•-'-«(■'. «")■-" 

(2.) !^^^fii)'^(fa=-«(o,»OV-«(o,^)V' 

Integrale von der Form / — =- lassen sich aber nach $. 122 auf ellip- 
J gx 

tische Integrale erster und zweiter Gattung zurilckführen. 

Mit Hülfe dieser beiden Formeln und der N. 14 und N. 15 in 

g. 144 lassen sich auch Integrale von der Form 



P-^ und /^ 



durch elliptische Integrale erster und zweiter Gattung berechnen, wenn 
man ^x'' und hx' durch die Ausdrücke 





EedaotioD 


einiger epeoiellei 


eree 


tll. 


— ho'fx* uni 
S- 1 




Es iil 






go'gjc' = 


ho'kt'-i = 


iiud 




907*" = ' 




(!•) 


go'U'g.r'_ 


-»•-^- 



Gaoz wie in $. 144 die Formeln (1 
(Uhrten, so veranlasst diese Formel 



(2-) 


^'^wr 


(3.) 


^+i?= 


Man findet dann 


(4.) .= 


i^^ ..,.)= 



(5.) »(•■•") = ]/^ 

Die Quadratwurzel aus (1.) fuhrt z 

(60 fiK = A^. •')»(■«■. 



Vihx 
oder 

mi ' '»^ - ' -i 

"■°' iHo''dxh.r «(o,.')' 
Die Ableitungen von (2.) und {3.) 



i-r — I'Aj: + -= 
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Dividin man diese Gleichungen durch N. 6', so wird : 

(7.) ^(ysi-pL)d«=o«(o..r<i«' 

(8.) ?^(yiS+^)4r = .«(.,.'r<fa". 

Die Integrale der Summe und Differenz dieser Gleichungen sind dann : 

(9.) !^^^/'^dx = ^'ll(o,y'y + x"i{o,y"y 

(10.) ~/^ =x»«(<,,.^)--x'«(o..')'. 

Die Integration SCO QStanten versiChwinden, da nach N. 1 für s ^0 
auch a/ und m" gleich Null werden müssen. 

S. 147. 
VerfShrt man jetzt ganz Shalicb wie in $.145 und multiplicirt 
(7.) und (8.) des vorigen Paragraphen entsprechend mit den Qua- 
draten von (2.) und (3.), so erhält man die Gleichungen: 

Benutzt man hier die N. 7 und N. 8, so gelangt man von hier 
aus sogleich zu den Formeln: 

('•) %{i-'^^-A=)'''='U'>,''n»'!i(.'',-o'-i)d^ 

Das Integral der Summe und Differenz dieser Gleictiungen giebt; 

(3.) ^2^ykx^dx = ^'ei{oyy-x'^cyy 



Bedactioti eiDiger Bpeciellea Integrale auf elliptische. 

(4.) ^/^ = -"^(o,^"y+-'m^y 

+ a*^oy')'/}{af',v''ydx''-a'^{o,v'y/g{afyyd3f. 
Durch Anwendung der Formel 

fuhrt man aber Integrale von der Form 

/gx'dx 

unmittelbar auf eltiplisctie Integrale erster und zweiter Gattung i 
Mit Hülfe der beiden letzten Paragraphen können nun ai 
Integrale: 

/Ä und fS^ 

durch elliplische Integrale ausgedruckt werden. 



so wird, für 171 — 40! = », 



J " J j/Äa'— 1 



Wendet man also die Formeln (14.) und (15.) in §. 144 
lassen sich auch die Integrale: 



J Vte'— 1 J ihc^— 1 



auf elliptische Integrale zurdckf^hren. 

Das erste dieser Integrale ist aber unmittelbar auf ein elli| 
Integral erster Gattung zurückzuführen, da nach %. 51 N. 16 
1 , 
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und das zweite ist unter den in §. 143 behandelten einbegriffen. 
Dieses zweite Integral lässt sich aber auch direct auf folgende Weise 
reduciren. 

Man setze: 

^ h(o,v') go kx' 

Dann folgt aus dieser Annahme: 

und wenn man (1.) differenzirt, 

h{pyV*) ' ^ ' '^^ ' ^ go kx* ^ 

Der Quotient dieser Gleichung durch (2.) giebt: 

Berechnet man nun ^(a/,vO nach diesen Annahmen, so findet man: 

(4.) 9(o,v^*9i^, "')' = hio,v'yh(af, »»)'- 1 

= (A (.0, v'yho' - go*)hx' - h (o, v'yho*. 

Setzt man hier: 

h(o, v'yho^-so* = h(o,v'yho\ 
also 

(5.) Ä(o,rO*F=l + j^. oder J/(o,»^)* = ^, 

so ergiebt sich aus (4.) sogleich: 

gipy)-"^"'"^ go' hx 

Wenn N. 3 durch diese Gleichung dividirt und N. 5 beachtet 
wird, so nimmt der Quotient die Gestalt an: 

^{oyyda^ = ^^. 

yhx^— 1 
Daher ist: 

Aus (5.) findet man zunächst v' oder (f, aus q und dann x* aus 
x durch die Gleichung (1.). 



Rednotion «tniger speciellen lalegral« saf elliptiselii 

Die Integrale, welche wir ia diesem Abscbnilte auf e 
rilckgefUhrt haben, sind die folgenden : 

/ 'gx'dx /' hx'dx ^ ffx* dx / 

in trigonometrischer Form ausgedrückt sind die; die 
^tpV'sJnqp •■' -^gf i' i/qBSinyi -^ 

/•rfy ^ /"rfff ^ fd$_^ I 

/'Jffdff /'co&^*J<f)dqi /'sinq)'dtfi • t 

ysiatp ' -^ l^äny ' ■^ J^i ' -^ 

Die Integrale, in denen ^gx erscheint, lassen sich ni 
tische zurückführen. 



Zw5lfter AbschnUt. 

Zurückflihniiig einiger Integrale von i 
allgemeineren Formen auf elliptis« 

$. 149. 
Die Behandlung gewisser analytischer Prohleme fü 
auf Integrale, welche ihrer äusseren Form nach einer hol 
von .Transcendenten anzugehitren scheinen, sich aber d( 
geeignet« Transformationen auf elliptische zurUckftlhren \i 
Reduction werden wir mit einigen der wichtigsten, weh 
in seinem Trait£ des fonctions elliptiqiies behandelt hat, i 
schnitte vornehmen. 
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Ein Integral, welches ein Polynom von einem höheren als dem 
vierten Grade unter der Quadratwurzel enthält, ist im Allgemeinen 
nichi auf elliptische Integrale zurückführbar; es giebt aber besondere 
Fälle, wo die Reduction stets gelingt. Von diesen führen wir fol- 
gende an. 

1) Das Polynom unter der Quadratwurzel sei eine reciproke Func- 
tion vom sechsten Grade in Bezug auf die unabhängige Veränderliche 
x; also wenn wir 

R = a + bx + cx^+dx''+cx*+bx^+ax' . 
setzen, so sei das Integral 

<•■) /^ 

zu reduciren, in welchem F eine rationale Function von x ist. 
Es ist aber 

also, wenn wir durch die Gleichung 



. 1 

X-A = » 

X 



oder 



aj = i(a+y»'— 4) 
eine neue Variable z einführen, so erhält F die Form: 



wo P und Q rationale Functionen von ä sind. Femer wird: 

VR = xi ia (»'— 3») 4- 6 (ä*— 2) +"c« = x^ y'Z 
und durch Subtraction der Gleichungen: 

•aj + -7-=ya4-2 und ^x — ;-=]/» — 2, 
yx ^ ix 

die sich leicht aus der angewandten Substitution ergeben, wenn x stets 
grösser als 1 bleibt, folgt: 

yx ^ ' 

also 

dx d% dz 



xi 2}/» — 2 2]/i5 + 2 
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Durch Substitution dieser Ausdrucke ^eht unser Integral 
beiden Tolgenden Über: . 



von denen das zweite sogleich auf das erste zurtlckgenUirt y 
kann, und die Wurzel nur ein Polynom in s vom vierten 
enthält, also das Integral die bekannte Form der elliptischen 
nommen hat. 

2) In Hhnlicher Weise kann man die Integration der Differ 
formel : 

F.dx 



(2.) , . 

ya + bx -\-cx*-\-bx'+aa!'' 
auf elliptische Integrale zurilckfUhren. Schreibt man nämlich c 
tionale Function F= P-\-Qx, wo P und Q gerade Fimctionei 
X sind, so zerfällt die Differentialformel , wenn man den Aui 
unter der Wurzel durch Ä bezeichnet, in die beiden Theile: 
Pdx,Qxdx 

von denen der erste durch die Substitution x' ^=^ auf den Fa 
zurUekfiihrt, wenn man dort «=0 setzt, der letztere aber un 
bar durch dieselbe Substitution auf ein elliptisches Differential 11 
wird. 

3) Als ein besonderer Fall der Formel (2.) ISsst sich leic 
Differential : 

(3.) 



ya-i- bx* -{- cx^ 

erkennen, worin a und c von demselben Zeichen sein sollen, 
man nämlich: 

c ^ afi^ und fix ^z, 
so nimmt die Wurzelgrösse die Form an: 
a+ßz' + m', 
bietet also nur einen speciellen Fall der vorigen Aufgabe dar. 
4) Die Differential formel 

F.dx 



(4.) , 

V a + ßx' -{- yx* + dx' 

wird am einfachsten auf elliptische zurückgeführt, indem man 
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die Font] P-\-Qx bringt, wo P und Q gerade Functionen von x sind 
und alsdann x^^^x setzt, welche Substitution aus der gegdtenen 
Formel (4.) sofort die beiden andern elUptiscben Differentiale: 

2»'»-|-/S»' + yaH J»* ^ya + ß^ + yi^+ds' 
liefert 

5) Hat man ferner das Integral: 

dy 



(5.) Z = /-=: 



\- b cos tp-\-c sin tp-^ dcos <p'-\- ecos^sin gg -f* f^^^ V* 
so setzt man 

woraus sich ergiebt: 

t — x* 2x , iäx 

«os9. = ^:p^, s'n9P = iq:^, '^ = T+^^ 

Fuhrt man diese Werthe ein, so geht das gegebene Integral (5 ) 
über in: 

•^ /o + (!i + )-«■+ ()ii;'+ «r' 
worin wir zur AbltUrzuiig gesetzt haben; 
o = <l + i + <i 
ß = 2(c + e) 
, = 2(2f-d) 
J = 2(e + e) 
s = ii-4. 
Dieselbe Substitution wendet man an, wenn die gegebene Diffe- 
rentialfiinclion noch mit einer i-ationalen Function F von sin 9 und 
eosip multiplicirt ist. 

Man kann das gegebene Integral (b.) auch sogleich auf die Le- 
gendre'sche I^ormalform bringen, wenn man, nach Jacobi's Vorechrin, 

setzt, wodurch man erh&lt: 

(5".) Z^Af, "f . 

wo A und k* aus den Constanten m, n, p in einfacher Weise zu- 
sammengesetzt sind. 



Znrüokführiiiig einiger liittgr v. sclieiiibar ftiljfem.jForm auf cillif 
6) Hat man das InEegral: 



<*■' fm 



wo F eine ralioDale Fiiuction von sin 9> und cos (p bedeute 
mau sinqi} ;= fc, wodurch das gegebene In legral übergeht ii 
F.dx 



J fi 



' y(l— ,a:')(a+to')(c-t-<to')' 
in welchem die Coefficienten a, b, c, d sich aus der Zerl 
«-l-^Jar'+yx* in die beiden Factoren (a-\-bx*) {c-\-dx' 
und F von der Form F,-\'F^}/\ — x' ist, wo F, und i 
Functionen von x bedeuten. Demnach erbalten wir für da 
Integral (6.) die beiden Theile: 

/; ^F,dx . /' F,dx 

von denen der erBtere nach (4.), der letzlere nach den 
kannten Methoden auf die Normalformen der elliptischen Ir 
ducirt wird. 

S. 150. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gezeigt, wie sidi ] 
in denen ein Polynom von einem höheren als dem viei 
unter der Quadratwurzel steht, auf elliptische zurückfuhr 
jetzt soll noch an einigen Beispielen die elliptische Natu 
Functionen, welche dritte und vierte Wurzeln aus einem P( 
unabhSngif^en Veründerlichen enthalten, nachgewiesen werdi 

1) Das Integral 

(1.) {' ■^■'^ 



/; FAi 



Y &x* -f- d'x^ 

in welchem F eine rationale Frmctron von x bedeutet, 
mehrfache Weise anf ein elliptisches zurück fuhren. 
Man subslituire: 

und bestimme X als eine reelle Wurzel der Gleichung: 
Setzt man nun: 
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ß=c+3di 
f=d, 
SO geht durch die erste Substilulion unser Integi-at aber in fol^eniies: 



A 



/«y+ßy'+ry' 

welches sich durch die Substitution: 

,! i-3-.-i i ßiyß' — iar + 4ca' 

V"»+ft +»■ = »», »=- ^y_.j,. — 

leicht Tei^andelu lässt in ein Integral von der Fonn: 
Durch die zweite Substhution : 

....± 

wird 



1 



und es nibrt jetzt die Substitution: 

M'+/?y+y = 8, y = + * 2tt 

zu der Form (1'.). 

Man gelangt unmittelbar aus (I.) zu derselben Form durch eine 
der beiden Substitutionen: 



ya'4-6'a:-f c'^' + A'x^ = xiä-\- y 



Dieselben Methoden lassen sich anwenden fiir das Integral: 



ß 



/F.dxya' + b'x + dx^ + d'x". 
2) Die Integration der Differentialfuuction : 
(2.) 



in welcher F irgend eine rationale Function von x bezeichnet, ISsst 
sich ebenfalls auf elliptische Functionen zurUcktUhren. 



Znrfiokfahrang einiger Inlegr. v. Bcheiiib«r «llgem. Form auf el 

Stellt man zunäclist F unter der Form P-{-Qx dai 
Q rationale Functionen von x* sind, so zerHillt die ge 
rentiairormel in die beiden Tlieile: 

P.d x Q.x.dx 



j/o + bx' -}- ex* ^a -f- 6a;'+ ca;' 
Um den erslereii Tlieil auf ein eiliptiselie^ Differenl 
führen, setzen wir die Grösse unter der Wurzel: 

a-\-bx^-\-cx* = x*a\, 
woraus sich sofort ergiebl: 

»= 6 + y'ft'— Am + 4oa; 

Mithin ei'hält n)an, da P rationale Function von ir' 
dx 2ir'sJ da 



ist, für den ersteren Theil unseres Differentials: 



^a ■\- bx'-ir ex* ' ' V'^'— Aac -\- Aai\ ' 
f, und F^ rationale Functionen von »^ sind. 
Zur Reduction des zweiten Theils: 
Q.xdx 



ya-\-bx'-\-cx* 
setzt man: 

a-^hx'-\-cx* = sj, 
also 

, * + /&'— 4(ic + 4«' 

"^ -2c ■ 

Da nun Q eine rationale Function von a;' ist, so 
der Substitution in eine Function über, welche rational 
yfi'— 4ac + 4csJ zusammengesetzt ist. Da ferner auch -. 
tionale Function von z\ und )-'fr'— 4oc + 4csJ ist, so gel 
Tlieil unserer Differentialfunetion über in: 
PVtfa. 



^.■''»,-f--: 



V'A''— 4ac4-4c«J 
Folglich ist das gegebene nifferential: 

ScAaLlbich, elltpilsche Inlepale, 
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(2'.) , "• - = F, (a, ).dz,-\-F, {6, ) (fa, 

F;(g.)ds, 



^b'— 4ac -\- iaz\ y'ft' — 4ac + 4csJ 
I die VerSnderlictieii %, und a, durch die GleichungeD: 



1 = — ^a-^bx+cx* 



s, ^ ^a-\-bx'-\-cx* 
aus X bpstimmt werden, wobei vorher festgesetzt werden muss, welche 
Ton den vier vierten Wurzeln des Polynoms man ßlr i, und a, zu 
wählen bat. 

Genau in derselben Weise wUrde man verTahren, wenn in der 
Differentialformel (2.) die vierte Wurzel nicht im Nenner, sondern im 
Zahler stände; man erhält alsdann ein der Formel (2'.) ganz analog 
gestaltetes Besultat. 

Ebenso erkeimt man leicht, dass die Zurilcknihrung der Formeln 



/F(x)(a + bx + cx')±idx, 



wo stall x' imd a;* bloss x und x' unter dem Wurzelzeichen stehen, 
in der bebandelten mit inbegriffen isl. 



Drebsehnter Abschnitt. 

Neue Methode, ein elliptisches- Differential auf 

die kanonische Form zu bringen. 

8- 151. 

Das Differential 

tfcc 

in welchem R(x) eine ganze Function 4. oder 3. Grades von x be- 
deutet, lässt sich dureh verschiedene Substitutionen auf die Fonn: 



Nene Uethode, eis ellipt. Differentift 

TP 

bringen. Die dazu dienenden F 
Gudermann, ßichelot u. A. 
worden. Die folgende Ableitung 
derselben ist von Herrn Weier 
tiscbe FuDctionen gegeben, und i 
worden. 

Es sei zunächst Ä(a;} vom 
von X, für welche Ä(ir) versehv 
Denken wir uns nun unter ( e 
von X, so können die drei Coni 
werden, dass den Werthen o, i 
genommen, die Werthe: 

+ !. -1 

von i entsprechen, wo k eine n 

Seuen wir z. B. fest, es solle f 

x^=a, h 

' = -i 

sein, so können wir setzen : 



und die Constanten f f u. s. w. 
Gleichung x = c,t= \, in der i 



x=:d, f ^ -r-, in der vierten 




iH 
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woraus 

cte _ 1 dt 

folgt. Da 

/AN |/il(a:) __ mdx _ . . 1-n' 

ist, so ist zugleich das Zeichen von i/(l--<')(l —kU^) für jeden 
Werth von t völlig bestimmt, sobald das Zeichen von v'Ä(a?) für den 
entsprechenden Werth von x festgesetzt ist. Deshalb ist es auch gleich- 
gültig, welches Zeichen man der Wurzelgrösse m giebt. 

Setzt man: 
(7.) y = ^(c-a)(d-6), ^j =4(c-6)(d-a), 

Ä = (c — a)(d — c), Ä, =(6 — a)(d— fe), 

wo dann 

(8.) 9 = 9i+9t 

ist, so erhält man aus (2.): 

Hierbei können die Zeichen dreier der Wurzeln Vg, /ö'j, Vh, VK 
willkürlich angenommen werden; das der vierten ist dann bestimmt 
durch die Relation: 

l-^n 1 + k _ d — h 

l-f-» 1 — & ~~ d — c 
oder 

l/h ' }/g, d-^c' 
Diese Relation besteht aber, wenn man 
(10,) ^g =^A.yc — a^d — b ^h^ic-^aid^c 

y^, = ^/A . |/6 — aVd^ VA = }/6 — a }/d— 6 
setzt und dabei jeder Wurzelgrösse von den beiden Werthen, die sie 
haben kann, einen beliebigen, aber überall denselben beilegt. 

Ferner ist: 



ehnter AbBctmitt. 

5 Zeichen von m willkürlich bestimmt 

= l(i's->'s.). 

(5.) auch schreiben in der Form: 



8. 152. 

imen, die Coerficienten von R(x) seien 
räudertiche x erbalte nur solche Werthe, 
feell bleibt. Dann sind drei Fälle zu 

d sind sämmtlich reell, wobei wir 
<6<c<d 

muss, damit v'A(a;) hesUndig reell sei, x 
erhalb des Intervalls a...d hegen, wenn 
eben a und b oder zwischen c und d, 

dieser Fälle giebt es nun unter den 24 

dx 
n von , , -r eine, wobei sich (tir k, n, 

positiv und kleiner als 1 wird, t be- 
+ 1 enthalten ist, und überdies x und 
len, so dass, wenn m positiv angenommen 
-(')(1— ft'(') mit dem von VR{x) Über- 

( = sin (p, 

_ 1 dtp 

™ yi — A^sin'y' 
nd ^n angenommen werden kann und 
enn VR(x) es ist. Folgende Zusammen- 
elgrbssen ihr positiver Werth beizulegen 



» = 
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a) X liegt zwischen 6 und c^ und A ist positiv. 

~ yA{c-a)(d--'b) + }/A(b-d)(d-^c) 

__ l/(c"^)(rf~-c)--/(6'-a)(d-6) 
|/(c"-a)(d-c) + ]/(fe"~a)(d-6) 

m = i^il (c — a) (rf — b) + -il/JCÄ^aXd — c) 

x—b-ylc — a d— c 1 + sinqp 

c — X ^ d-^b d — b 1 — sin^p' 

£^2; 1 d(p 



iR{x) ^ Vl-fc'sin?)' 

^) X liegt ausserhalb des Intervalls a.,,d, und ii ist positiv. 

_ y^(c-a)(d-^--|/.i(6-a)(rf-c) 
"" ]/A(c-a)(rf-6) + >^.4(6-a)"öä'^ 

}/(c - fl)(6^^ + }/(rf- c)(rf'^ • 
'*""}/(c-^a)(6-a)-}/(d-c)(rf-ft) 

X'-dJc'^a b — a^l 4-sinqp 
a? — a'^d — c d — 6 1 — sinqp 

n — siny 



^ ' 1 — nsinq) 

dx l dfp 



Diese Formeln erhält man aus den in §. 151 aufgestellten, wenn 
man c, d, a, b an die Stelle von a, b, c, d treten lässt. 

y) X liegt zwischen a und 6, und Ä ist negativ: 

y—Aic-a)(d-b)--f^A(c-b)(d-a) 
~ y-A{c-a){d-b) + -i-A(c-b){d-a) 

_ y(d -b){c-b) — ]f(d - g) (c~^) 
y(d— 6)(c-6) + y(d-a)(c— o) 

mt=iiy-.A(c-a)(d-b)+iy-A{c-b)(d-a) 



n = 



Drüsehnter Abacfanitt. 



e — a ,f d^^ ^-^^ _ 1 -r sin y 
't—x'd — a e—a 1 — sid^ 

= 4(«+t)+H4-»)-i^^ 



ds _ l dtp 



II erbült man aus den iirsprüniilichen , Intlem man 

b, c, d setzt. 

viscbea c und (2 uad A ist negativ. 



-■d(c — o)(d — A) — t^— ^(c — ft)(tf-o) 



-^(c-a)(d-6) + |'~4(c-6)(d-a) 
i-fc)(rf-a)+y'(c-ft)(c-a) 



-^(c-a)(d-6) + lj/-X(c-fc)(d-a) 
1 ~j- sin 9) 



c-f/ db d — a _ 
X ' c— 6 c—a ~ 



'^ ' ' * ^ ' 1 — nsiuqp 

diB 1 dtp 

n ergeben sich aus den ursprünglichen, wenn man 

b, c, d setzt. 
a, d reell {d'^a) und 6, c imaginär, wobei wir 

dass der reelle Theil von -;- positiv sei. Dann sind 

erscheiden. 

^tiv und X zwischen a und d enthalten, 
den Formeln von §.151 b, a, d, c fiir a, b, c, d, 

V^.yd^yc^ /A =^7^^d/d^ 

nun: 

— Ä ic~a = i^a — c ^c — d — i^d — c 
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und setzt fest, dass der reelle Theil jeder Quadratwurzel positiv sein 
soll, so erhält man: 



— /^— 6'/^— g— ^a—b,^a—c__ V{d'-b){d-c) — ^{a-b){a-c) 

Hiernach ist n reell und dem absoluten Betrage nach kleiner als 
1, und es gehören nach den Gleichungen: 

-J — • -; = T-^, a; = i-(a4' d) + i(d — a) ' -: 

zu reellen Werthen von x auch reelle Werthe von l. Und da 

so geht i stetig wachsend von — 1 zu -[- 1 über, wenn x das Inter- 
vall a...rf stetig wachsend durchläuft. Setzt man daher: 

i = — cosqp 
also: 

{d — b){d — c) iP — ö_ 1 — cosg) 
(a — 6) (a— c) d — o? ~~ 1 + cos 9) ' 

^ ^ l + «cosqp 
so ergiebt sich: 

dx ^ d(p d<p 



i 



VR(x) y'm*— m\ cos'qp /m*~ m] + w»J sin'y 
Es ist aber 

nl' = iig + g^+^\^9Vg^) < = i(^ + i/,-2/^/flf,) 
und daher, da g und g^ einander conjugirte imaginäre Werthe haben, 

rn^—m\ =:^g^g^ = —A^{a'—b)(a — c){d—b){d—c) positiv, 

^" = \{^^9v — ^9%y negativ. 
Setzt man also 

k" = —5 4» ö^er 

m — m] 



^d—bVa — c — y'a—bVd — c 

2V(a-6)(a-c)(d-6)(rf-^' 



itar Abfchnitt. 

1, und es wird durch die angegebene 

d<p 
/l — ft'sinqc' 
annehmen muss, damit x das Inter 

liege ausserhalb des Intervalls a...d. 
: dieselben Formeln wie im vorher- 
ü nur die Zeichen der Wurzelgrössen 
; Betrag von n grtisser als 1 wird. 

•—a_ l + < 

r alle zwischen — 1 und + 1 enthaltene 
valts a...d liegen soll. Zu dem Ende 
1 Ausdrucken von ^g u. s. w. i^d — c 
/a — 6, so ergiebt sich: 



.j, _ )/(d— fe)(d-c) + l/( 6--a)(c-ffl) 
Ta ~ t/(d-6)(d-c) - i/fft^:^^) 
aller Wurzeln positiv sein müssen. 

^4- \^Aid~-cib—a , 
^— yrv'ilv'd— cy'i — o reell, 



^, /i = ^A^{ar-b){ar<){d-b){d~c) 

x — a_^ \ 4-cosy 
x—d~ 1 — cosy' 
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^\ -T jT ^\ j 1— wcosy 
dx 1 d(f> 

Dabei geht, wenn q> das Intervall 0...7r stetig wachsend durch- 
läuft, X von d ZM -{-oo und dann von — oo zu a über. Es ist daher 

|/1--Ä'sin*9 ebenso wie im vorhergehenden Falle positiv, wenn 

y'Ä(aj),es ist. 

Anm. Setzt n^an 

— — - = g(cos^ + tsin^), 

unter q eine positive, und unter ^ eine zwischen und 2n liegende 
Grösse verstanden, so hat man 

im Falle a) n=^ r-p^ , & = sin Idt 

1 + 

und im Falle /?) w = r-^-^, k == cos^^. 

III. Es seien a, b, c, d sämmtlich imaginär, wo dann A positiv 
sein muss, damit ^R(x) für reelle Werthe von x reell sei. 

Man wende die Formeln von §.151 an, indem man a und rf, 
so wie auch b und c als einander conjugirt annimmt, und die reellen 

cd 
Tneile von -r und -;- als positiv voraussetzt. Dann sind, wenn man 

i^b — d für fiT-b und i)/c — d für Yd — c 

nimmt und über die Zeichen der Wurzeln dieselbe Bestimmung wie 
oben macht, 

^» = i/i4yr=ö}/c^^ = /ili/(6-a)(c-rf) 

f 

^ _ jc—a'^C'— d— jb — aib — d 
* ^c— a}^c — d + }^6 — ay'ft — d 

säuimthch reell. Setzt man nun -^ für L und 
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Setzt man: 

c — a X — b 
= s. 

c — X — a 

so wird a; = 6 für ä == o und a; = r; für ä = 1 und a? = a für ä = oo ; 
ferner hat man: 

6 — a c — x 



\-s 



x — a 



b—a d—x . c — b d — a 

• z=Z 1 ; • -3 r- • S , 

d — b X — a c — a a — 

und daher: 



WO 

oder, weil 



" ~i^c-a){d-b) 



ist, 



dx c — b , ., 

d» ~ (6-o)(c-o) ■ ^'^ "'' 

R(x) = A{c-a)(d-b)s(l- s)(l-k's)(^y 



Also: 

dx 1 ds 



^R{x) }fA{c-a){d-b) }/* (1 ~ «) (1 _ k's) 

Diese Transformation gilt ganz allgemein; wenn man aber für &' 
einen reellen positiven Werlh, der kleiner als 1 ist, erhallen will, und 
zugleich zu reellen Werthen von x auch reelle Werthe von s gehören 
sollen, so kann man sie nur in dem Falle anwenden, dass a, b, c^ d 
sämmtlich reell sind. Unter dieser Voraussetzung habeu wir wieder 
4 Fälle zu unterscheiden,, wobei wir wieder 

annehmen. 

a) A ist positiv und x zwischen b und c enthalten. 

In Folge der vorstehenden Formeln durchläuft s, wenn x stetig 
wachsend von 6 zu c übergeht, ebenfalls stetig wachsend alle Werthe 
von bis 1. Man kann also setzen: 

c — a X — 6 



c — b x—a 



= sin'<3p, wo q> zwischen und -Jtt liegt. 



dv 








■fsin> 








,~<.)(rf- 


-c) 






-a)(d- 


-b) 




is.,'1- 


f«„ 


9 


po- 


des Intepvalles 


a. 


.d. 



eht, X stetig wachsend 
ijs a, und man bat: 



dtp 
■A'sin'y 

b-a)(d-c) 
c-a)(d-by 

b enthalteD. 

und setze demgemSss 




/ 
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*wo letzt ft.- (fr-^)('^- ^) ,_Ä._(£Z^)(^fO. 

d) ^ ist negativ, und x zwischen c und d enthalten. 
Man setze 6, c, d, a für a, b, c, d und 

d — 6 X — c__.4 c — b d — X , 

d — c x — b ^' rf — c x — b ^ 

— <^ (<^ — fc) -^ fc (^ — c) sin * y 
"" d — fr — (d — c)sin*9> ' 

so durchläuft o; stetig wachsend das Intervall c*..d, wenn 97 stetig 
wachsend von zu ^/r übergeht; und man hat 

dx __ 1 dg> 

iR(x) "" y— i4(c~a)(d^^ ' V'l-fc'sinV' 

wo wieder 

(6-a)(d-c) (c-6)(d-a) 

~(c-a)(rf-6)' ~(c-o)(d-6) 

HinsiehtUch der Zeichen der Wurzelgrössen ist bei (/?, y, d) das- 
selbe zu bemerken, wie' bei (a). 

%. 154. 

In dem Falle, wo R{x) nur vom dritten Grade ist, kann man eben- 
falls die im Vorstehenden entwickelten Formeln anwenden, indem man 

A 

überall -^ für A, und dann d = 00 setzt; denn dadurch geht R{x) in 

il(a — a?)(fr — a:)(c — 0?) 

über. Es ist aber zweckmässig, auch für diesen Fall die fertigen 
Formeln zusammenzustellen. 

1) Transformationen ersten Grades. 

I Es ist Ä(a;) = il(a — a?)(fr — a?)(c — 0?), und a, fr, c sind 
alle drei reell (a < fr <: c). 

o) A ist positiv und x liegt zwischen fr und c. 
yc— a-f-yfr— o 



1^ 



c— a x—b __ 1 -}- siny 
fr— a c— 0? ~~ 1 — siny 



Dreiiehnter Absei) nitt. 



dqi 



ip = -{-in. nir a; ^ ci 



ist positiv, und x zwisdieii — oc und a entlialten. 
/ca-~Yb—a 



/c—a-\-]'b — a 



m = i^A (l'c— a + ib — a) 



1 



^-^i(c-a){b-a\ 
d<f 



1 — singi 
1 +sin9i 



-l7t für iT = 



»* ]/] — *' sin' 9> (9)= +in für rc = , 

ist negativ, und a; zwischen a und 6 enthalten. 
i,— \' c — b 



- /c, (H = 4 /— ^ {if^ — a -\- j'c — fc) 



-./c — & ar^a _ 1 4" siny 
I c — a fr^a; 1 — siny' 



1 dg) 



sin^i+ft 
\qi — In für X = 6) 



ist negativ, und x liegt zwischen c und -|- 00. 



|/c~a + /c- 



1 



^c-l-)V-o)(c-6) 



1 + sin 9> 



p = — ^JE für a: = c 
p=+irtmra;=+o 



»" }/|-Ä'6inV 
ist reell und b, c imaginär, 
ist negativ und x zwischen a und +50 enthalten. 



UV[a-b)(a-c) 



f'^ 



o-f.j/((i_ii(a — c) 



/* }'l — ft'sin'(p 



= ,f-A.y{a-b)(a^c) 



1 — cos^ 
1 +cosy 
<p~ (ür X = a I 

y = n- fUr a: = + 00 1 
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ß) A ist positiv und x zwischen — oo uud a enthalten. 
^Ic — a — ih — a ,, )-. r-7 X 

2t/(c-- a) (6— a) 

' ^ ^^ ^1 — cosy 
dx 1 d(p /qp = für a? = — ooj 



}/Ä(a:) A* y'l — Ä'sin'y (qp = tt für a? = a 

2) Transformationen zweiten Grades itir den Fall, dass 

Ä = i4(a — a?)(6 — aj)(c — x) 
und a, 6, c reell sind (a<:6<;c). 

a) ii ist positiv und x zwischen h und c enthalten. 
,, c — 6 c — a a? — 6 . „ h — a c — x , 

K = . r • = sin flp, r • = cos flO 

c — a c — b X — a c — o x — a ^ 

,, __6 — a _ 6(c — a) — a(c — 6)sin'qp 

1 —— K — , X — — —————— ——-7 1 \ . •' ' ' " 

c — a c — a — {c—b)s\ag> 

dx 2 dg) /y == o für a? = 6| 

»^«(^ "~ y'I(c^'a) y'l — Ä''sin> ,(9 = i^r für a? = c) 

ß) A ist positiv und x zwischen — 00 und a enthalten. 

,a c — b c — a . , a — x , 

Ä = , = sin q> , = cos w 

c-—a c — x ^ c — x ^ 

. ,• • 6 — a c — a 

C — a sm q> 

dx 2 dq> cq>= of\3ivx = — 00; 

^W(xj "" ^A{c—a) y'l— Ä*sin^ i 9) = ^tt für a? = a 

y) A ist negativ und ai zwischen a nnd 6 enthalten. 

,, 6 — a X — a . 3 b — x , 

k = , 7 = sin o), i = cos flp 

c — a b — a ^ 6— -a ^ 

l7-Ä*== , X = a + {b — a)s\n*(p 

c ~~ et 

dx __ 1 dq> ( qp = o für a? = a 



}/fi(a?) ^--A(c — a) V'l — Ä'sin' 9 ( qp == ^tt für a; = 6 

d) A ist negativ und x zwischen c und -{-00 enthalten. 

,, 6 — a X — c . , c — b 2 

Ä = , r = sm flp, r = cos flp 

c — a a; — 6 ^ a? — ^ 

Scheilbach, elliptische Integrale. 18 



^ 1, 



274 



Dreizehnter Abschnitt. 



1^A» = 



dx 



1 



a' 
dq> 



X 



c— 5siu*qp 
1 — sin' q> 

/qp = für X = c 

)q) = |7r für a? = -f''^' 



yR{x) }^-A{c-a) )/ 1 - k' sin' gp 

§. 155. 

> 

Wenn nun das Differential 

F(x) dx 

in welchem F{x) eine beliebige rationale Function von x bedeutet, 
zu integriren ist und zwar zwischen zwei reellen Grenzen, die so ge- 
wählt sind, dass iR{x) für alle innerhalb derselben liegenden Werthe 
von X reell ist; so kann man dasselbe vermittelst der entwickelten 
Formeln, indem man für x eine rationale Function ersten oder zweiten 
Grades einer neuen Veränderlichen t substituirt, zunächst auf die Form: 

f{t)dt 

bringen, wo f{t) eine rationale Function von t bedeutet, und (p{t) eine 
der drei folgenden Formen hat: 

(i__<«)(i-.Ä«n, (i_<^)(äj+äV), (i4.««)(i+ftjf*). 

Nach dem hu ersten Abschnitt angegebenen Verfahren lässt sich 

nun das Integral 

"f{t) dt 



j- 



i^i}) 



nach Absonderung eines algebraisch -logarithmischen Theiles aus an- 
deren zusammensetzen, welche die Forraien 

'^ dt rt'dt r dt 



j 



i^>{t)' 



rfdt r 



(<) •^(i-Ov'g'C) 

haben, wo unter / eine Constante verstanden. Setzt man nun 

im ersten Falle ^ = sin qp 

im zweiten t = — cosqp 

im dritten t = tgqp, 

so werden die vorstehenden Integrale auf dte von Legendre einge- 
führten Formen 

/,— JSL_, //l_Ä'sin>.d9,, f ^ 
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reducirt. Dabei ist zu beachten, dass das dritte Integral durch die 
beiden andern ausgedrückt werden kann, wenn n einen der Werthe 
1, —1, k, —k, hat. 

Ann). Man hat, wenn a eine beliebige Gonstante bedeutet und 

iA'"(a) = A. \R%a)^A,, R\a) = A,, R{x) =. A, 
gesetzt wird: 

d.(a; — a)*»-VÄ(a?) 

_ {m-[-\)A(x'-aY-^'^ dx (ffl + j-)ilt(a?— a)'"+Ma? 

"" ^R(x) ■ YR(x) 

, mA^{x— aYdx {m—'i)A^{x—0L)'^-~^dx ' {m—VjAJ^x—ay'^'^dx 

W^ }/R(x) 7r^ 

Vermittelst dieser Formel kann man , wenn «^ , a, u. s. w. die 
verschiedenen Werthe von x sind, für welche F{x) = oo, aber nicht 

R(x) = wird, ^ ^ auf die Form : 

VR{x) 

bringen, wo G{x) eine rationale Function, und /Jj, /^j^ ... y, <J, fi Con- 
stanten sind. Dabei ergiebt sich e =:^ o, wenn R(x) vom dritten Grade, 
also A =^ o ist Auf diese Weise wird der algebraische Theil von 

/T(x) dx 
\ ^ abgesondert, bevor man eine der angegebenen Transforma- 
yA (a?) 

tionen macht; was in manchen Fällen vdrtheilhaft ist. 



Wlerzehnter Abschnitt« 

Die Stirliüg'sche Interpolations - Reihe. 

§. 156. 

Unserem Versprechen gemäss geben wir in diesem Abschnitte, so 
weit es der Raum gestattet, eine Vorstellung von den Anwendungen, 
welche Stirling von den algebraischen Gebilden gemacht hat, aus denen 
wir die Thetafunctionen abgeleitet haben. Wir wollen diese eigenthüm- 
lichen Producte nach dem Vorgange von andern Mathematikern mit 
dem Namen der geometrischen Factoriellen belegen und uns für 

18» 



Tien«hDter AbflchoitL 

eiuer etwas andern Bezeidinung als in S- 12 bedienen, 
len Dnick besser ei({net. Wir bezeichnen nflinUch das 
I Factoren, oder die geometrische Factorielle 
l — xr. 1~jt'. i — xr* 1 — 3x" 



1— r.l — r*.l — r'....l— r- =r'." 
nd entwickeln zunächst einige Formela, welche spHter 
a müssen. 

in sieb in der Formel (2.) des f. 13 das r kleiner als 
idlich gross, und setzt ausserdem rx statt x, so nimmt 

1 — jcr. 1 — ar* . 1 — xr'. 1 ~ xr* .... 
rx r'a;' r'x' 



~,-\- 



I — r ' 1-r.l — r' ! — r.J- 
1 Zeichen: 







XX- X- 




i_, 1 i-f.i-p- 1 i-fA-e'.i 


-p.+-- 


n3D lieber wieder r statt ^ sclireibt. 


und sieb jetzt r 


denlit. 




(ir-=^^ 





■l+^+^+^+-- 



an hier x =^r' an, wo n eine positive ganze Zahl sein 
iwindel das unendliche* Product uDd es findet dann die 



Dia Stirlittg'aohe loterpolations-Beihe. 






ri_,..l_r'^l — r.l-rVl— r'^ 
Wir wollen jetzt versuchen, den reciproken Werth eine 
geometrische!) Factorielle mit unendlich groBsem Exponentei 
Reihe von folgender Gestalt zu entwickeln: 



1 — xr.\ — xr A —xr*. 



~°o+ rir^+i— ir.l— xP''"! — xr.l — ar'.i — an 
also in der Gleichiuig: 

(4.) _i_ = ^;;°ifl 

die Coefficienten a zu bestimmen. Dies gelingt am leichti 
folgende Weise. 

Es ist offenbar: 

r«.''(l~aT'+J) = r^.'+', 
also, wenn man mit r*''.r'"*+' dividirt, 

1 _ 1 3y'+' 






Setzt man nun in (4.) xr statt x, so erhält man, we 
Gleichung benutzt nird, 

Dividirt man die linke und rechte Seite dieser Gleich 
1 — xr, so gelangt man zu der Formel: 
„ a,x'r' 



oder 

oder, wenn man die ganze Gleichung mit x dividirt, 



i„r a.r'x . a,r'x , 
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1 

1 • 1 yl ?••••• 

r r r^ 

_ ., r__ , r^ r^ ^ 

oder 

1 *ft, r' 



(I) 



Aus (2.) ergiebt sich aber, für a?= 1, 

11 1 





i + X 


1 


1 


1 






r • 1- 


-r.l- 


— r 


oder 












(7-) 








a) 


1; (ti 



■^1 — r.l — rM — r' "^ 



I » • • 



Aus (1.) erhält man, für a? = 1, 

l_r.l-rM-^r^... 

^ . r . r^ _rV ^ 

l-r"^ 1 — r.l — r* j -r.l — rM — r' "^ 

oder 

rK'''+*) 

(8-) rt;- = ^;;(-iy-^:^^. 

Diese Reihenausdrücke, welche nachher benutzt werden sollen, 
gestatten auch vielfache andere Anwendungen. Wir wollen nur noch 
erwähnen, dass man z. B. den Coefficienten (q^; q^\ welcher in §.16 
bei den Thetafunctionen erscheint, durch stark convergirende Reihen 
berechnen kann, wenn man zunächst seinen reciproken Werth durch 
die Formel (6.) bestimmt. Nach dieser Formel ist z. B. : 

1 1 



(\-qy • (1-9'.1-9T (1-q'A-q'A-^qy 
und nach (8.) würde man erhalten: 
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Multiplicirt man nun die Gleichungen (2.) der Reihe nach mit 1, 
"TT» ~TT> "^^1 •••• ^^^ addirt die Producte, so erhält man: 

1*1,1 1*1, X ^i^a 

Die Coefficienten von il,, -4,, — verschwinden aber s^mmtlich 
vermöge der Gleichung (3.) in §. 156, und es bleibt nur, wenn wir, 
der Kürze wegen, 

1 1 r ' 

(5-) 1 :-2'y -p^r; == 71^;"^ =-^o "pTy« = ^ 

oder 

2 3 

* = 1 + (i~y + (i_r^-r'7 + (i_r.l -rM"^^' + " * * * 
bezeichnen, 

oder 



Um die übrigen Coefficienten zu bestimmen, dividire man die 
Differenzen der Gleichungen (2.) der Reihe nach durch 1, r, r*, r^, . ... 
so wird: 

— Dil = A^r^i^ -i- Ay*^ -i- A,r^>^ + ' * " 

Du. 



(7.) 



_D% _ 



r* 






\ 

Die Summe dieser Gleichungen liefert wieder, nachdem sie mitl, 
1 1 1 



^l;l? ^l;2' ^l;3» 



multiplicirt worden sind: 

-^0 r*r^»'' * H;^ 



also 

^1 -— hTiA) 



Aus (7.) bilde man weiter das folgende System von Gleichungen: 



\ 



-(Dm,-rDu) =—D*m = A,r^i*+A,r'^±A/^+ 






Die Befolgung der bereits gegebenen Vorsdirifl zur Behandlung 
dieser Gldebungssysteme, fährt zu dem Werthe von 

A --*- y-_£!!^ 

Um den Coeffidenten A^ zu erhalten, verschafft man sich wieder 
aus (S.) die Gleichungen: 

- ^(D\-rW\) = - ^D\ = A.r'^'+A.r'r'^'+A.r'f^-^ 

T T 



durch welche sich 

ergiebt 

So fortschreitend findet man, dass allgemein 

ist. Es lässt sich also jetzt für die Function Ux folgende Reihenent- 
wicklung angeben.: 

(9.) Ux = 

ÄT^JLl r^i>gf, r^^D'M , r^^Z^^tf, r^^DV r^^^D^ 



. • •/ • 



4 
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S. 158. 

Man kann den Coefficienten dieser Reihe auch eine andere Ge- 
stalt geben. 

Zn diesem Zwecke bilden wir zunächsl folgende symbolische 
Formel. Wenn man die Exponenten der u durch Zeiger ersetzt und 
das durch die Gleichung (3.) in §. 157 characterisirte Operationszeichen 
D benutzt, so finden folgende Gleichungen statt: 

Du = u^ — u''; Du, =zu^^u' ==ttV(w— 1); 

Du^=u^—u^ = u''{u — l); 

Ferner ist 

2>'w =Du, — rDu = w*(w — 1) — r(w— 1) =(m— l)(ti — r) 
D\ = Du^ = rDu^ = u^(u'—l) — ru(u — \) = u(u—\){u — r) 

folglich 

D'u = D\ — r'D'u = u(u—l)(u-r)^r\u-l){u-r) 

= (m-— \)(u — r)(u — r'). 

So fortschreitend gelangt man zu der Einsicht, da^s allgemein 

(1.) . D«w = (ti — l)(t^ — r)(M — r')...(M>-r"+») 

^ gesetzt werden kann, wenn man das Product entwickelt und statt der 
Exponenten der u Zeiger einführt, also u"^ durch u^ ersetzt und im 
letzten Gliede der Entwicklung auch statt des Coefficienten 1 die Grösse 
u^ = Uq setzt. 

Wollte man sich des Zeichens für die geometrische Factorielle 
bedienen, so könnte man das Product in (1.) auch so darstellen: 

»"0-T)0-¥)0-T)-0-ir>=«"''^^"'=^"«- 

Eine solche Factorielle lässt sich aber auf folgende Weise in eine 
Reihe auflösen. Es ist z. B. 

(fi--l)(w-r)(w-.r*) = M^ — (l + r + r*)ii' + r(l + r + r')«i'-rV 

1 — r 1 — r 

= «3 - -pirr «. +^-«.-'- ;äj3 «0- 

Multiplicirt man diese Gleichung mit u — r^, so findet man 
leicht, dass 



""WH^^"' 



' = "•-^311-".+ -735-". 

'. + '-^'.- 

nit II— r* mulliptidrt, die so ge- 
neugt man sieb, dass folgende all- 
Formel slattfiadet: 
[u~r')....(u-f-') 

Hi- "'— 

EU Null, so od u einen der Wertbe 

l man z. B. u = 1, so gelangt man 

'':"■-)■" =0 

, 1 — r-.l— r— '.1 — r--' 

~'' 1 — r.l — rM — r' 

der Formel (1.) in g. 12 sbleilen 

mn man nun die Function u^ in 
:beln. ~ Man bildet sich zunächst 
Folgendes System von Gleichungen : 

' .1 (■■■)'" 



.1,1 • _l[l 



i je zwei auf einander folgenden 
so erhält man ein System von 
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Gleichungen, die nur die Coefficienten A,, il,, ... enthalten, aus dem 
dann weiter eine Gruppe von Gleichungen mit den Coefficienten A^, 
A..,, entwickelt werden kann. Schreitet man so fort und wählt aus 
diesen Gruppen von Gleichungen immer die erste, so kann man fol- 
gendes Gleichungssystem aufstellen: 



Die Summe dieser Gleichungen giebt, da vermöge (3.) die Coef- 
ficienten von A^; A^; A^;... verschwinden: 

/. N Ä ^^oD'u .Du , D'u , D'u , 

(4.) ^o=-Ä^, 7ri7 = «*o+;:iä+7r;2-+7i^+--' 

oder 

_^ u-1 (t,^l)(t,~ r) (i.-l)(ii~r)(t..->0 , 

wenn man nämlich in der letzten Formel die Zähler der einzelnen 
Glieder auflöst, und die Potenzen m°, «', w*, f*^... durch die Grössen 
«'o» ^1' ^«' ^v" ßi'setzt. ^ 

um die übrige« Coefficienten zu erhalten, muss man in ähnlicher 
Weise verfahran. Man findet dann, dass das allgemeine Glied der 
Reihe 

ist; die neue Entwicklung von Ux ist also: 

fR\ ^ x'^ ^ in.., r-D^ fj^D^ r^^D^+ ^u , ) 

Die Reihe (9.) in §. 157 kennt Stirling nicht und von dieser 
Reihe entwickelt er nur das erste Ghed, weiches aber auch haupt- 
sächlich practischen Werth hat. 
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In diesem Falle ist also: 

— öw P^i JOH^ D*u 



« 3 ' 45 2835 ' 722925 

11^ = 3,14033115695475 

126088880294 

60727439 

55652 

119 



fi_^=: TT = 3,14159265358979 bis in die letzte Stelle richtig. . 

Wollte man sich der Formel (9.) in §. 157 bedienen, so er- 
hielte man: 

* 

Der Coefficient nimmt in dem Falle, wo a: = 4 ist, folgenden 
Wertb an: 

3 15 63 255^ ^ 3*^(3. 15)^^(3. 15.63)*^ 

und es gentigen 4 Glieder, um bis auf 14 Decimalen genau 

R= 1,45235364244962 
log« = 0,1620723 
zu erhalten. Der Factor von R wird in diesem Falle 

^ ^ -^0 H;* ^ 3^45 2835^722925 739552275^ 
Setzt man hier für die u ihre Werthe, so findet man: 



,w «^ 



2;^ j:^ = 2,163104468338, 

Das Product dieser Zahl mit R liefert: 

71 = 3,141592653593, 

enthält also einen Fehler von drei Einheiten in der zwölften Decimal- 
stelle. Diese Methode der Berechnung ist also in diesem Falle weniger 
bequem und weniger sicher als die ei'ste, kann aber als Controlle der 
Rechnung dienen, und giebt eine deutlichere Vorstellung vom Grade 
£]er Annäherung, welche man erreicht bat. 



TieraehoMr AbM^itt. 

ispiel ror die BenuUiiiig der zweiten Formel wählen 
von logTi aus den Logarithmen der Plächeninbalte 
n regelmässigen Vielecke, Bezeichnen wir den In- 
:benen n-Ecks durch J,, so ist 

i4520 

Du = — 0,0020963 

19244'*"' = -^'"''^*^" 



u„ — Jßw+jVOV = 0,4971499 

ecimale richtig. 

och /jg, aus >',„-■•■•/,, 9 2u berechnen. Man hat 



Du = —0,00378267 
Z>M, = —0,01510334 
Du, = — 0,05997769 

0>M = 0,00000158 



= 3,14033116 
= 3,13654849 
= 3,12144515 
= 3,06146746 

= 0,00002733 
= 0,00043566 

ts Zweihundertsechsimdfunfzig-Ecks muss jetzt als 
irden; man findet dann aus N. 6 §. 158, da das 
ihe u_o) ^ t ist, 

- „ V- "'^'^ I V- "'*'" 

- C» fl'n P'» 
"■•"la 144 "'"64.9.15 

= 3,14169265 

— 0,00311522 

-0,00000019 

/,„ =3,14127724. 

it ist nur um eine Einheit in der letzten Stelle zu 
hte also zur Berechnung die zweite Reihe gar nicht 
a nur zwei Glieder. 
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§. 160. 

Mit demselben Erfolge gelingt auch die Berechnung der elliplischen 
Integrale erster und zweiter Galtung, wenn man die Methoden des 
§. 118 benutzt. 

'Es war dort 5^ = 47*= 169200" angenommen und gefunden 
worden 

y, = 92030",14 
9), = 471i8",15 
9)3 = 23703",64 
y, = 11870",U2. 

Setzt man q)^u^;2(p^ = Wj ; 4^^ = u, ; Scp^ = u^ ; Ißqp^ ==n^, 
so wird 

und es ist auch hier r = 4 anzunehmen, da, wie a. a. 0. bemerkt 
wurde, jede Differenz ebenfalls viermal kleiner ist, als die vorher- 
gehende. 

Wollte man sich der Reihe (2.) in §. 159 bedienen, und etwa 
qp = fij. setzen, so lehrt dieselbe, dass, wenn 5p selbst 90^ 
= 324000" betrüge, das Glied, welches 1*5 enthält, doch noch keine 
tausendtel Secunde ausmachen, also stets verschwinden würden Man 
erreicht daher für logarithmische Berechnung in allen Fällen einen 
genügenden Grade von Genauigkeit, wenn man die Reihe mit I65P4 
beginnt, so dass also 

ii-„ - '^^V''*~"6""^T80 22680"*" 11566800/ 

ist, wobei 

logl6Ä=: 1,3661923 

genommen werden muss. 

Werden die Winkel q> in Secunden ausgedrückt, so nmss der 
Weilh von u^^ noch durch 206264,8 nämHch die Anzahl Secunden^ 
welche der Längeneinheit enisprechen, dividirt werden, um sogleich 
u^ta als Bogen eines Kreises zu erhalten, dessen Radius 1 ist. Der 
Logarithmus dieser Zahl ist aber 5,3144251. Diese Zahl von log 16/1 
abgezogen, giebt den Rest ^ 

0,0517672—4 

und diesen Logarithmus hat man nur zum Logarithmus der Reihe 

ScheUbach, elliptische Integrale. 19 
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^* 6 "^ 180 22680 "^ 1 1566800 

zu addiren, um sogleich den \d%¥{(f) zu erhalten. Die illnf Glieder 
dieser Reihe liefern: 



11870,112 




261,768 


- 3950,607 


0,015 


- 4,058 


12131,895 


- 3954,665 


— 3954,665 




log 8177,230 


= 3,9126062 




0,0517672-4 



logt*-.« = 9,9643734 w_« = 0,921241 3 
Der Logarithmus des genaueren Werthes von F{ifi) enthält in der 
letzten Stelle eine 8 statt einer 4, und dieser Fehler hätte sich nur 
vermeiden lassen, wenn in §. 118 die Winkel (f bis auf Tausendtel der 
Secünden genau geführt worden wären. 

Um £(9>) zu finden, muss man noch die Reihe 

sin9)sin)/j + 2sinyj sinyj -f^sin qp, sinyj + 8sin9)jSinyJ + •••, 

in welcher man die Logarithmen der einzelnen Glieder bereits kennt, 
mit Hülfe der StirUng'schen Interpolationsformel berechnen. Die Summe 
der vier hier niedergeschriebenen Glieder ist nach pag. 192 gleich 
0,1822974 und mit u^ zu bezeichnen, so dass man hat 

«0 = 0,1822974 

/>« =-0,0028313 ^,„^,^,,,2131 „, 

Du, = -0,0111121 ^ 3^^^^ />'« = -0,0002541 

Pi^^ = _- 0,04 12929 ' 

Es ist also nach N. 6 in §. 158: 

0,1822974 

9438 

47 

1 



0,1832460 = F(9))-£(9>). 

Diese Differenz ist nur um eine Einheit in der letzten Stelle zu klein. 
Es war aber gefunden: 



A , 
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F(q>) = 0,9212413 

also ist 

E(q)) = 0,7379957 

Der genauere Werth von E(g>) = 0,7379960. 

Wollte man die Reihe (1.) in §, 159 anwenden, 

''-- = ^«""T + l5" + 2835+ •• 

so hatte man folgende Rechnung durchzuführen: 

1 6flp, =u„= 189921, 792 „ „„„ „„ 

'* ' 2)ii 292 67 

2y,=M,= 184060,28 * 

w=: 189921,792 

— iDu= 97,557 

^i^D^u = 0,335 

Wn^D'u = 0,004 



log. 190019,688 = 5,2787986 

5,3144251 



logtt^cu = 9,9643735 
Es war hier ti-^) in Seeunden ausgedrückt worden und um diese 
in Theile des Radius zu verwandeln, rausste vom logti^j^, der Loga- 
rithmus von 206264,8 abgezogen werden. 

Weil die andern Methoden der Rerechnung von E(g>)y wenn der 
Modul k der Einheit ziemlich nahe hegt, immer noch beschwerlich er- 
scheinen, und die hier mitgetheilte, wenn zugleich auch F{q)) verlangt 
wird, vor den übrigen den Vorzug verdient, besonders wenn etwa diese 
Functionen auf mehr als sieben Decimalen berechnet werden müssen, 
so wollen wir noch die Berechnung eines zweiten Beispiels vollständig 
durchführen. 

Es mögen also die beiden Integrale 

/ ^ =. und / rfo) y 1 - (sin80')*sing>' 

*;i/l-(sin80*')»sin9' ^ ^ ^ ' ^ 

zur Berechnung vorgelegt werden. 

Statt des in $. 118 benutzten Formelsystems könnte man offen- 
bar auch das folgende anwenden: 

19* 



: 70*. WeDn die Rechnung bis auf 
wird, so ergiebt sieb nach diesen 
Ad: 

0' = 252000" 

I3'41'27V20 = 157287",220 
:3•33'44^564 = 84824'',564 
2' 1'4S",391 = 43308",39l 
6»2'50",820= 2I770",820 

9.,: 6 = 7218,065 
g>, : 226S0 = 6,935 



= 4,1765858 
0,0517672- 



0,2283530 = logFCy). 
,6918157 
,6918149 

st nur um zwei Einbetten kleiner 
Formel (1.) in S- 159, welche Slir- 
rd hier, wo der Modul schon ziem- 
esen sein. 

'ausendtel der Secunden ganz sicher 
Jr die Winkel 91, und <f^ anderer 



ks\aip 
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SO wie auch 



sin iq> , ycosA(a)4-y)cosi(g) — y) 

smq>, = — V-, also coscp, ==^ a^zUL/ji- — Liz — Li. 

^* cos^y ^ cos^y 

Setzt man also: 

(2.) cos d = ^^^}/cosi(9+y)cosi(9P-y) » 

so wird hiernach 

2 

(3.) sin (q>^ — :J-^) = — sin J y sin ^ <f '. 

Berechnet man sich daher den Winkel ^y durch die Formel (1.), 
in welcher g>^ statt <jp geschrieben werden muss, und d aus (2.), wo 
ebenfalls q) und y mit ^^ und y, zu vertauschen sind, so findet man 
die kleine Differenz 9)3— -iy^ mit sehr grosser Genauigkeit aus der 
Formel (3.), in welcher wieder y,, qp^ und y, an die Stelle von gpj, 
q> und y getreten sind. 

Um nun noch E((f) zu linden, muss man den Werth der Reihe 

sinysinyj -f- 2sin q>^ siny' + 4 sin y, sin yj + ••• 

oder, was dasselbe ist, der Reihe 

2tg^(jpsiniy'+4tg^qp,siniy^+8tgiy,siniyJ+.-. 

berechnen, wozu man nur bereits bekannte Logarithmen benutzt. Von 
dieser Reihe bedarf man aber in unserm Falle fünf GUeder. Diese sind : 

Du =0,00456120 D'm = 0,00029663 

Du, =0,01794871 

Du^ = 0,06736757 

Du, = 0,21410966 

Du^ = 0,43486333 

u^ = 0,73884993 

Du: 3 = 0,00152040 

D^u : 45 = 0,00000659 

0,74037692 = F(y) — £ (y) 

F9)= 1,6918157 

E(p = 0,9514388 

Der genauere Werth von Eq> ist in der letzten Stelle um 3 Ein- 
heiten kleiner. 



1 ist und die Amplitude 9) sehr 
ei-enz zwischen F(qp) und E{<p) 
tejhe, aus welcher diese Differenz 
nuUen, wenn ihr Werth bis auf 
cn sollte, lu diesen extremen 
e Methoden an, die wir Mlhrr 

vir hier ftlr die Berechnung der 
j^egeben haben, müssen auch fUr 
venu diese Functionen mit Hülfe 
werden solleu. 

dass, wenn die Grösse von r in 
welche nicht mit der nach ihm 
liselt werden darf, gehörig be- 
rt werden kann, und dass diese 
keit der Mathematiker entgangen 
serordentUch hohem practischem 



! 



Zurette Abtheilung. 



Die Anwendungen. 



^ 



Erster Jlbschnltt. 



s 

Die Oberfläche des EUipsoids. 

8. 161. 

Der Inhalt J eines Theils der Oberfläche eines Körpers, dessen 
Normale im Punkte a?, y, 9 mit der Axe der a den Winkel y bildet, 
wird bekanntlich durch das Doppel-Integral 

JJ cosy 

ausgedrückt, wenn die Coordinaten rechtwinklig sind und die Grenzen 
der Integrale den gegebenen Bedingungen gemäss gewählt werden. 

Um die Schwierigkeiten der Integration zu vermindern, sucht man 
gewöhnlich durch Einführung zwei neuer Variablen u und © statt x 
und y die Grenze der beiden Integrale von einander unabhängig zu 
machen. Es liegt aber nahe, für die eine dieser Variabein deifi Winkel 
y zu wählen, da dann cosy unverändert beibehalten werden kann. 

Zieht man nun in der 
y' • Ebene der ocy durch den An- 

fangspunkt der Coordinaten 
gerade Linien OAy OA^^ ..., 
welche durch die Gleichungen 
dargestellt werden, die aus 

(1.) y^ux 

entspringen, wenn mau dem 
u eine bestimmte stetige Reihe 
von Werthen beilegt, und durch- 
schneiden diese Linien ein System von Curven BC, fi,Cj,..., deren 
Gleichungen aus 
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(2.) y = g>(x,y) 

hervorf^hen, wenn y eine stetige Reihe von Werthen durchläufl, so 
wird durch l)eidc Systeme von Linien die Eiiene der jy in Elementar- 
theile getbeJlt, deren Grijsse tu bekanntlich durch das Produkt 
/dxdy dxdy\ 
^ \dy du du Ay/ 
ausgedruckt wird. Es ist aber aus (1.): 

du du ' dy dy^ 



j j 3:dx 



xdx 



und daher 

(3.) ^^ff^^.-p 

~ ' JJ tmy dy 

Ist nun die Oberfläche des ElUpsoids 

zu bestimmen, so ist die Gleichung seiner BerUhrungsebene im Punkte 

X, y, i, wenn £, t}, t, die laufenden Coordinaten sind, 

(4.) aa;? + 6y;; + «£=l 

oder, wenn man diese Gleichung mit einer willkürlichen Griisse p 

multiplicirt 

pax^ + pbyti 4- pcsS = p 
oder auch 

(5.) oi+ß'i+A = P, 

wenn man 

(6.) a = pax; ß = pby; y = j>C6 

setzt. Die c, /S, y stellen also die Cosinus der Winkel a, ß, y 

dar, ' weldie die Normale p der BerUhrungsebene mit den Goordi- 

natenaxen bildet, denn bekanntlich ist (5.) die Gleichung einer Ebene, 

welche um p vom Anfangspunkt der Coordinaten absteht, wenn dieses 

p mit den Coordinatenaxen die Winkel a, ß, y bildet, deren Cosinus 

selbst der Kurze wegen a, ß-, y genannt worden sind ; eine Bezeicb- 

nungsweise, die niemals zu Verwechselungen Veranlassung geben kann, 

so lange im ganzen Verlauf der Rechnung nirgends die blossen Bogen 

a, /?, y erscheinen. 



Die OberflAcbe des Ellipsoids. 



i99 



Multiplicirt man (4.) mit />*, und beachtet N 6, so erhMlt man: 



(7.) 



^' Ä* A,^ 

a o c 



für das Quadrat des Abstands der Berührungsebene vom Anfangpunkte 
der Coordinaten. Es ist beiläufig noch zu bemerken, dass die Summe 
der Quadrate der Gleichungen N. 6 zu der Gleichung führt: 



(7'.) 



1 



P 



Aus (6.) findet man: 



(80 



X'=: 



bca 



a(bca' + caß' + aby^) 



Sind in der Figur OA=x, 
AB = y, BC = » die Coordina- 
ten des Punktes C der Oberfläche 
des Ellipsoids und ist CD = n 
die Normale, so wie OE = p die 
Entfernung der BerUhrungsebene 
im Punkte C von 0, so ist, wenn 
BD mit OX oder DF den Win- 
kel g> bildet, 

DB = nsin^; Df = iisinycosqp; BF = «sinycosqp; 
und daher 

DF BF 

(9.) a = — = sin y cos 9) und ß = — = sinysiny. 




(10.) 



Durch diese Ausdrücke verwandelt sich (8.) in: 

fcccos^p* 



«' = 



(11.) 



a(6c cos qp' 4- <5<*sin qp'-f- oft coty*) 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich durch Differenziren: 

' tcdx __ 6Vcosy'siny 

cosydy (6c cos y* sin y'+ca sin y' sin y'-J-^^osy') 

Es ist aber aus (6.) und (9.): 



*\s 



(12.) 



aß a ^ 



2?f7"^ 
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Vergleicht man diese Gleichung mit (1.), so ersieht man, dass 
(13.) ^ = -?-tg9 



gesetzt werden muss, also 



, a du 

du='r' 



b eosy' 
Durch Einführung dieser Ausdrücke in N. 3 erhält man endlich: 

(14.) j=abc liTr—i — —' — ^'"y y y — ^ — - — — . 

^ ^ J J (occosy smy +casm5P smy 4-aocosy ) 

§. 162. 

Wenn man die Oberfläche des Getauten rry« des Ellipsoids ver- 
langt, so müssen sich offenbar beide Integrale in J von bis ^n er- 
strecken. Wird die ganze Gberfläche des Ellipsoids mit bezeichnet, 
so ist also 

(1.) 0=.%obcn^f^ -^sinydydy 

J J (occosflp smy'-|-casmg) smy -f-oocosy ) 

/ 

Die Integration nach g) lässt sich nun am bequemsten auf fol- 
gende Weise ausführen. 

Die Oberfläche der Ellipse 

ist bekannlich -== • Ein Halbmesser r dieser Ellipse, welcher mit der 

Abscissenaxe den Winkel qp bildet, ist aber durch die Gleichung 
gegeben : 

1 



T = 



acosy'-fr j^sinqp^' 
folglich ist die Hälfte des Flächeninhalts der Ellipse: 

Setzt man nun in dieser Formel: 

wodurch sich die rechte Seite in 

i7r(t*— m')-i 
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verwandelt, und differenzirt beide Seiten nach t, so ergiebt sich so- 
gleich, wenn man die Grössen a und ß wieder einführt, 

(^'^ J (acos9» + /Jih^ ~ ^''" (a/?)« " ^"^ Va V* «¥>'* 

Wenn man dieses Integral mit dem unter N. 1 vergleicht und 

afecosy'cosqp'+^cosy'sinqp' 
statt oÄcosy' setzt, so sieht man, dass 

a = 6(acosy'+<^siny') = bc(\ cosyy 

und 

ß = a(6;cos/+ csin/) = ac^i cosyM 

genommen werden muss, wenn beide übereinstimmen sollen. 
Es ist daher, wenn man 



/ 



a ' 7 A = 

c ] c 



— = cosT und 1 — = cosg. 



setzt, 



27r r ««/(i^sinir'cösyyO-sinß^cosy»)* 

.+J±f}l_, 'JiL^y _. 

' *•<; (l-sinir'cosy')*(l-sinp'cos/)* 

Um diese Integrale durch die Functionen f, g, h auszudrücken, 
wollen wir, wie gewöhnlich, den Modul mit k bezeichnen und 

fx 
(6.) siuTCOsy = yL> siiißcosy = ^kfx 

setzen, also 

(7.) . k = '^ = ^/^; k! = ^/^, 

^ ^ smT ' c — a ^ c — a 

wobei wir annehmen müssen, dass q kleiner als t ist. Es wird dann 

4 2 2 k — fx\ k!gx^ 

1 — smir^cosy = - — r^ — = — | — 

n n 



1-— sin^ cosy"" = i—kfx^ =zKhx^ 

und, wenn man die erste der Gleichungen (6.) diflferenzirt, 

. , Oo^gxhx, 
smrsmyay = ^ — dx. 



' CT?^— ^"'■■' 
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Durch EinltihniNg dieser Grössen verwandelt sich N. 5, wenn man 
die Grenzen und das Zeichen vor den Integralen umkehrt und mit 
einem constanten Factor multiplicirt, in: 

fx 
denn für y = wird, nach N. 6, sini = ~- und für y = 4 yy ver- 

schwindet x. Die obere Grenze x dieser Integrale ist also durch eine 
der Formeln bestimmt : 

(9.) fx = ^xs\m\ gx = y -tj-cost; hx = ^^ 

oder durch das Integral: 



T 



Nach den Formeln (2.) und (3.) in $. 123 ist aber 

X 

^ • /'dl -, . fc'siuTCOST 



Benutzt man diese Ausdrücke für die Formel (8.) und beachtet 

(4.), so findet man, nach leichten Reductionen, wenn man jetzt lieber 

die Halbaxen des Ellipsoids, wie gewöhnlich, mit a, b, c bezeichnet, 

111 
also a*, 6', c' statt — , -r-» — schreibt, die ganze Oberfläche des 

a c 

Körpers 

(10.) = 27r{c'+6c(tgT£T + cotTF«r)}, 

wenn 



COST 



c c , sing a i/fe' — c' 

o ^ smT » a —c 



gesetzt wird. 

Wendet man aber für die Integrale in (8.) die Formeln aus§. 123 
an, welche durch Thetafunctionen ausgedrückt sind, so erhält man: 
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t 

2nyc — a ' 
= (b-d)ef^ + al' — -j-x(btto*-afio*-(b-a)l"do). 

gx 
Benutzt man hier die Gleichungen (4.) und (9.)i so findet man: 

oder, v^enn, wie vorher, die Halbaxen wieder a, 6, c genannt werden, 



Ve^x- xa^e^o^ xd"o 



(11.) = 2.6/a'-c' ^ + -^-^-^+-^ 



c" 



§. 163. 

Beispiel: 

Es sei a = 3, 6 = 2, c = 1. Dann wird 

cosi: = i, coso = i, & = »'U = 8in66"'42'58",77 

ft' = i/,V; hx = ^0,A; 
T = 70''31'43",61, 
und die Formeln (10.) und (11.) nehmen die Gestalt an: 
(12.) = «(2 + »^2Ft + v'128Et) 

(13.) O = ;,/128J^+|a:Q(,'-^ + t'0,5| 

Wenn man die letzte Formel zur Berechnung anwenden will, so 
muss zunächst der Werth von q durch die Formel (6.) in §. 43 be- 
rechnet werden. Es war nach dieser Formel: 

cos/J = ^V = /^V. also ß = 5r 2'40",17 und l = itg^/J' 

und zwei Glieder reichen hin, umZvöUig genau 

g = 0,1140188 

zu geben. Da die neunte Potenz dieser Grösse auf die siebente De- 
cimalstelle keinen Einfluss mehr hat, so wird: 

log(?o' = log(l + 2g + 2g*)' = 0,1786674 
und 

w ^"^ -iQc ^(?-^g') -0 0010353 

*^^ e^' - *^^ (i-2g+2g*)^o» - ^'«9^^3^^- 



L^._.. 



Eralter Abiobnitt. 

fnrr isr bei diesem Crade der Annäherung: 
„„ __ _ 4 (gsin 2x -}- 2g* sin 4a;) 
^-~ l-j-2gcos2iE + 2g'cos4a:' 
ret^linet man nun cos2x mit Hülfe der Formel (4.) in $. 44, so 
nan den Werth von x =^ 60** = \n. Es wird also 
/I2(,-V) 



t Httlfe dieser Zableawerttie ergiebl sich aus der N. 13 die 
cbe des Ellipsoids, dessen Halbaxen 1', 2' und 3' betragen. 

= 48,S$212 Quadratfuss. 
e Berechnung des Gliedes Vf^ wäre Treilich beschwerlicher ge- 

wenn das x nicht einen so einracben Werth angenommen bstle. 

der Formel (12.) erscheinen die elliptischen Integrale der ersten 
eiten Gattung beide zugleich, es lässt sich daher die in $. 160 
: Methode der Berechnung ebenfalls, besonders ihrer grossen 
Innigkeit wegen, voilheilhaft anwenden. Vertauschen wir die 
■brauchte Bezeichnung <p mit dem Buchslaben t, so erhalten 
;leieh : 

k = Vif; cosi = J, sini = /S. 

5inj' = /i; cosy = \. 

siny, = /J; cosy, = /| 
traus 

sinr, = J; cosr, = »'4- 
bleiben also nur noch die Winkel y,, y,, y, und t,, i, , x^ 
«hnen übrig. Diese Berechnungen lassen sich ohne BenuUung 
lustafeln ausfuhren und man Überzeugt sich bald, dass die 
Integrale 'F(t) und E{%) eben so leicht bis auf 14 Decimalen 
i;efundeD werden künnen, als ft-Uher der Werth von n in %. 159 
diesem Grade der Annäherung bestimmt wurde. 
e weitere Durchführung der sehr einfachen Rechnung liefert 
E Werthe: 
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Die weitere Durchführung der sehr einfachen Rechnung liefert 
folgende Werthe: 



/ =60' 

y, = 37"45'40",478 
^, =20'16' 2",228 
Y, = 10"19'41",246 
y, = 5*ll'20",90l 

if, =i 20342",364 

cf,:180= 443",099 

1 : 11566800 = 0",022 y^ 

20785",485 

6759",S13 



j = 70"31'43",61 
>, =41"48'37",119 
I, =22" 9'17",S14 
>, = 11'15'19",057 
1^ = S'SS' 2'_',364 

ip,: 6 — 6753", 176 
22680 = 6",637 



14025",672 

sini sin)';= 0,3535534 

28inT,sinj'J —0,1599907 

4&inT,sinyJ = 0,0484864 

8sini.sin)'; = 0,0127728 



F(r) = 



0,5748033 



1,5801229. 

a, = 0,5748033 

Du: 3= 42576 

/>V;45= 579 

B'u : 2836 = 27 

D'u : 722915 = 3 



0,5791218 
= 1,5801229 



FW 

E(i)= 1,0010011 



Mit diesen Werthen findet man: 

= 48,88211. 

%. 164. 
Die bemerkenswerthe Formel: 

f(j-,.)-*{..',»')'+j(i,v)'s(x',/)-+*(j-,.)V{j-',»')' = 1 

oder 

(1.) r*"+9y+*'r = i, 

in welcher x und x' von einander unabhängige Gi'Össen und v und 
»' durch die Gleichung w' ^= je' mit einander verhunden sind, wurde 
bereits in §. 34 gefunden und schon in §. 122 zu geometrischen 
Untersuchungen benutzt. Sie lässt sich unmittelbar fUr die Berechnung 
der Oberfläche eines Ellipsoids anwenden. 

Schsllbacb, elJiplliche lalegraJe. 2U 
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welche den ähnlichen auf der angeführten Seite entsprechen und die 
dort angegebene Bedeutung haben^ mit welcher sich der Leser vertraut 
machen muss. Die Substitutionen (3.) nehmen vermöge (6.) die Ge- 
stalt an: 



(7.) f = asingp/1 — Ä"siny''; ij = bcosg>cosg>'; 

^ = csinyVl — fc'sin^'. 

Die Constanten k und k! sind willkürliche und nur durch die 
Gleichung : 

mit einander verbunden. Diese Constanten lassen sich aber so be- 
stimmen, dass der Ausdruck unter der Wurzel in N. 5 -in ein Product 
zerfällt. Nach §. 26 ist nämlich: 

Ä.=£!+*r und h-^om:, 

K K 

also wird 

rr ^ äT! _ ?y V /v V ry , rr(&!£'+ *"«•) 

o' ■•■ 6' "^ c' ~" 6' "^ Ä'o' "^ Äc' "•■ kea'c' 

~\b ■^'fc'oV 6 "•" Ac' V 6 "!■ A'o' ' 6 /' 

Wird nun k so gewählt, dass 
(8.) äV+ä'V = 6', 

so erhält man die Zerlegung: 

(9.) -^ + -6^ + -7^-^T+Ä>^AT+*?/ 

Das Integral S nimmt also, wenn man die Gleichungen anwendet 

KV = 1-Ä/"; ftA" = 1-Ä'/^'; 
folgende Gestalt an: 

(10.) s=^^^ffdxdaf{\-kr-h!rmay+brik^r+w* 

in welcher die Veränderlichen x und x' gesondert erscheinen, und 
die Constanten k und W sich nach N. 8 durch die Gleichungen 



a'—c" a^—c^ 



ergeben. Führt man in (10.) durch die Formeln (6.) die Winkel q> 
und gp' statt der Veränderlichen x und af ein, und bezeichnet: 

20* 



Erster AbachDitt. 



ajdq,j{^,k) J{<p,X) = P; bfd^J(f',k')J(iJi-q>',fi) = F 



S = PQ' + QF~QO'. 
! vier Integrale unter N. 11 lassen sieh nach S- 143 durch ellip- 
ntegrale dritter Gattung darstellen, welche nach §. 137 auf 
1er ersten und zweiten Gattung zurückgeführt werden känDen, 
ie Grenzen sich von bis ^ )t erstrecken. Wenn die Grenzen 
und q>' unbestimmt bleiben, so bat man, wie bereits bemerkt 
aus %. 122 zu ersehen, welchen llieil der OberQäche des 
Is der Ausdi'uck S darstellt. Eine weitere Vereinfachung dieses 
iks, die allerdings ziemlich umständlich ist, soll hier aber nicht 
nunen werden, da der schwierigste Theil der Operationen be- 
sgelührt worden ist. 

S. 165. 

n den mannigfaltigen Methoden, welche die Mathematiker er- 
haben, um die Schwierigkeiten der Integration bei der Bestim- 
1er Oberfläche des EUipsoids zu Überwindeo, soll jetzt zunächst 
ne hauptsächlich deswegen mitgetheilt werden, weil sie sich 
eihe sehr wichtiger Formeln bedient, welche bei vielen ana- 
1 Untersuchungen benutzt werden müssen. Diese fiUlfsformeln 
wir nun zunächst entwickeln. 



(jp(ir) = x — a.x~-b.x~c... 

nom vom (K + l)sten Grade in Bezug aufic. Ist nun bi<:»-|- 1, 
It man durch Zerlegen iri PartialbrUche , wenn die Ableitung 
r) durch fp'{x) bezeichnet wird, 



yaj {x — a)gi'a'(x — b)ij/b (ic — c}y'c 
ist aber, wenn x<.a gedacht wird, 
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1 1 



x — a 






=-TO+T+p+f-:+-). 



also kann man statt (1.) schreiben: 

('■)^i^'+f+?+-)(>+i+i:+-)('+?+$+->- 

■ =^('+f+?+-)+^('+l+P+:-) 

Ordnet man beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von x 
und setzt die Coefficienten gleich* hoher Potenzen einander gleich, so 
erhält man das folgende System von Formeln, wenn man zunächst 
rechts nur bis zur Potenz rc'**"^ fortschreitet, 

rftn—l. J*tn — 1 ^1»— 1 

■ -4— — — ^ -X- - — |— • • • ::::: {) 

qfa q/h qfc 

/■n»— 2 l|fi»— 2 /»f»— 2 

1 L ^ L 1 4-... = 0. 

y'a qp'fc y'c 



Diese Formeln können sämmtlich durch den Summenausdruck 

(3.) ^-? = 

angedeutet werden, in welchem q^a n Factoren enthält und m irgend 
eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., w— 1 sein kann. Besteht qfa z. B. aus 
zwei Factoren, so finden also die identischen Gleichungen Statt: 

1 1 1 

(4.) -± - + - L + 1 - = 

(5.) \-- T = ^- 

^ ^ a — b.a — c b — a.b — c c — a.c — b 

Schreitet man in der Vergleichung der Coefficienten gleich hoher 
Potenzen von j? in der Formel (2.) weiter, so erhält man noch folgende 
identische Gleichungen; 
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I 

Berührimgsebene im Punkte x, y, as parallel läuft. Die Berührungs- 
ebene des Ellipsoids im Punkte x^ y, z ist 

a^ b^ c ~ ^' 
wenn $, i;, ^ die laufenden Coordiuaten sind. Also ist 

(2.) ^ + f+^ = , 

^ ^ a c 

die Ebene, welche durch den Mittelpunkt des Ellipsoids geht und der 
Berührungsebene parallel ist. Das Quadrat des Radius des elliptischen 
Centralschnitts, welcher vom Mittelpunkte nach irgend einem Punkte 
§T]^ der Peripherie desselben gezogen ist, sei u, dann hat man die 
Gleichung: 

(3.) r + »?' + r = t* 

und weil ^rj^ auf dem Ellipsoid liegt, auch 

M ^S i*i 

Betrachtet man die Gleichung (3.) als die Gleichung einer Kugel 
und zieht von ihr die (4.) ab, nachdem man ihre beiden Seiten mit 
u multiplicirt hat, so erhält man: 

(5.) |(a-„)+-2!(6_„) + i!(c-«) = 0. 

Diese Gleichung ist offenbar di» Gleichung einer Kegelfläche, deren 
Spitze im Mittelpunkte des Ellipsoids liegt und deren Mantel durch 
den Durchschnitt des Ellipsoids und der Kugel geht. Wenn der will- 
kürlich gewählte Punkt ^ij^ nicht zufällig im Scheitel d^r grossen oder 
kleinen Axe des Centralschnitts liegt, so giebt es vier Punlvte in der 
Peripherie dieses Schnittes, welche gleiche Entfernung vom Mittelpunkte 
des Ellipsoids haben, so dass also die Kegelfläche (5.) von der Central- 
ebene (2.) in zwei geraden Linien geschnitten wird, welche mit den 
Axen der Ellipse gleiche Winkel bilden. Ist aber der Punkt |iy^ ein 
Scheitel der grossen oder kleinen Axe des elliptischen Centralschnitts, 
dann fallen diese beiden Linien in eine einzige zusammen, welche ent- 
weder die grosse oder die kleine Axe dieser Ellipse ist und die 
Cenlralebene wird in diesen beiden Fällen die Kegelfläche (5.) nicht 
schneiden, sondern nur berühren. Die Gleichung der Berührungsebene 
**n diese Kegelfläche (5.) im Punkte ^rj^ ist aber 



(6.) riv + '''''-V+"- — = "• 

wenn 1*, rf, ^ die laufenden Goordinaten sind. 

Diese Ebene und die Ebene (2.) müssen also identisch sein. Da 
die laufenden Goordinaten in (2.) $, ri, ^ und in (6.) f, jj', C ge- 
nannt wurden, so hat man also 
(7.) :. = |(a-V)! » = ,(4-»); » = «»-«). 

Fuhrt mau die aus diesen Gleichungen entspringenden Werthe 
von I, 11, ^ in die Gleichung (2.) ein, so erhält man die Gleichung: 

aus welcher u als die Quadrate der beiden Halbaxen der Ellipse gefunden 
wird, in welcher eine Ebene das Ellipsoid schneidet, die der Berflh- 
rungsebene im Punkte xyz parallel läuft. 

Die ({uadratische Gleichung (S.) hat aber zwei Wurzeln, die mit 
u und r bezeichnet werden mögen, so dnss also ^u und /o die beiden 
gesuchten Halbaxen sind. Es findet ausser (8.) daher noch die zweite 
Gleichung Statt: 

(9.) 



Aus den Gleichnngen (1,), (8.), (9.) können aber jetzt auch die 
Coordinateu x, y, s durch die Grössen a, b, c, u, v ausgedrückt 
werden, oder wenn man das Ellifisoid durch eine Ebene schneidet, 
welche durch seinen Mittelpunkt gelegt ist und in dem elliptischen 
Durchschnitte die beiden Axen bestimmt, so lassen sich aus diesen 
Grössen und den Axen des Ellipsoids die Goordinaten x, y, s des 
Punktes bTechnen, in welchem das Ellipsoid von einer Ebene berührt 
wird, die der Ebene des Centralschnitls parallel läuft. Es giebt aber 
offenbar, wegen der symmetrischen Gestalt des Körpers, im Ellipsoid 
vier Centralsehnitle, deren Axen dieselbe Grösse haben und da jedem 
dieser Centralschnitte zwei Beruh rungsebenen parallel laufen, werden 
acht Punkte x, y, z auf dem Ellipsoide durch dieselben Grössen a, 
b, c, M, V bestimmt, was auch daraus folgt, dass aus den erwähnten 
Gleichungen nur die Quadrate von x', y', a' gefunden werden können. 
Beiläufig mag noch bemerkt werden, dass die Durchschnitte der beiden 
Kegel (8.) und (9.) mit dem Ellipsoide (1.) die Krümmimgslinien des- 
selben bilden, welche durch die acht erwähnten Punkte gehen. 
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X^ V' ^ 

Um aus den Gleichungen (1.), (8.), (9.) die Grössen — , —-, — 

et c 

zu finden, bedarf es keiner weiteren Rechnung, denn setzt man in diese 
Gleichungen die Werthe ein: 

. . x^ a—u.a — f) y^ __h—u,h—t> ^ z^ ^c—u.c—v 

^ '^ a a—b.a—c^ b b—a,b—c^ c c—a,c — 6' 
so werden diese Gleichungen sämmtlich befriedigt. 



Die (l.) verwandelt sich nämhch durch diese Substitution in: 

a{u-{-e) -\-uv b^—b (u-\-'d) 4-wt> c^—c{u-\-v) -\-uv __ 
a—b.a—c b—a.b—c c—a.c—b ' 



a — 



eine identische Gleichung, welche offenbar durch die Formeln (4.), 
(5.) und (8.) in §. 165 bestätigt wird. 

Die (8.) geht durch dieselbe Substitution in: 

a—f) , b — t) c—v 

+ 1 — z-i — z + z — z-z — z — ^• 



a — b,b — c b — a.b — c c — a,c — b 
t 

über, und auch diese Identität findet ihre Bestätigung durch die For- 
meln (4.) und (5.) in §. 165. Ebenso wird dann auch die Gleichung 
(9.) in eine identische verwandelt. Die Gleichungen (10.) bieten also 
wirkUch die gesuchte Auflösung dar. 

Bezeichnet man, der Kürze wegen, die Nenner der Brüche in (10.) 
in folgender Weise: 

a — b.a — c = A; b — a,b — c = B; c — a*e — b = C, 

so findet man aus diesen Gleichungen, wenn man sie logaritbmiscb 
differenzirt, auf der Stelle: 

(...) j ..,=_y^i../|55+*^l 



2<b = -/ij,i./^+*V 

Führen wir die Bezeichnung ein: 

dy dz dz dy 

du dt) du dv 

y dz dx dx dz 

du dv du dv 

y _ dx dy ^dy dx 
"~ du dv du dv ' 



■u] 



c—v) 



14 Erster Abschuilt 

) ist bekanntlich das Flächen elemenl 






dS.= dudt>^X'' + ¥'+Z\ 
Alis den Gleichungen (11.)» welche wir später benutzen werden, 
entnimmt man aber die Werthe von 
dx_ 
du 

unmittelbar, wenn man in ihnen erst v und dann u als constant be- 
trachtet. Ebenso findet man die entsprechenden Werthe von 
dy ' dy rfs _ di 
du' dv' du' de 
Wir machen diese Bemerkung übrigens nur, um die Aufzeichnung 
einiger Formeln zu ersparen. 

Mit diesen Ausdrücken findet man, wenii 
a— M.6 — w.c— M = U 



a—v.b — ri.c — v= V 

gesetzt wird und man, der Rilrze wegen, ■ ■ ;- — durch u> bezeichnet, 

T _ bc.a-u.a-v P ca.b — u.b—v 



Betrachtet man nun wieder die Gleichungen (4.), (5.) und (10.) 
in §. 165, 50 ergiebt sich das Flächenelemenl 

(12.) dS=id«.do(e_«)]/-H. 

LSsst man in den Kegeln (8.) und (9.) die Grössen u und v 
sich entsprechend von u^ bis u, und von ©^ bis e, stetig ändern, so 
bestimmt der Durchschnitt dieser Flächen und des Elhpsoids (1.) eine 
stetige Folge von Punkten, welche auf dem Octanten XYZ des Ellip- 
soids zwischen zwei Paaren von KrQmmungslinien liegen, die von den 
bezeichneten vier Kegelflächen begrenzt werden. Ist nun a>Ä>c 
und erstrecken sieh die Wertlie des u von b bis a und die der Ver- 
änderlichen V von c bis 6, so gieht das Integral der Gleichung (12.) 
die Fläche des ganzen Octanten. 
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Die Oberfläche des ganzen Ellipsoids ist also: 

Vudu 






u,u-^b.u—c 



* ^^lödv /" u^udu 






u—b.u — c 

Die Zurückführung dieses symmetrischen Ausdrucks auf die ein- 
fachen Formeln des §. 162 lässt sieh zwar mit Hülfe der Formeln des 
dreizehnten Abschnitts in der ersten Abtheilung bewerksteUigen , er- 
fordert aber doch immer noch ziemlich umständliche Rechnungen. 

§. 167. 

Ueber die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines Ellipsoids. 

Obgleich die beiden Probleme, welche wir jetzt behandeln werden, 
nicht auf elliptische, sondern auf Abersche Integrale führen, bei 
welchen das Polynom unter der Quadratwurzel den vierten Grad 
übersteigt, so glauben wir dennoch ihre Behaudlung hier einschalten 
zu dürfen, da sie uns Gelegenheit geben werden, den Nutzen der im 
vorigen Paragraphen eingeführten Coordinaten nachzuweisen und ausser- 
dem auch dem Leser einen Einblick in ein anderes, höher liegendes 
Gebiet der Analysis eröffnen. 
Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines Ellip- 
soids zu bestimmen, welcher von einer Kraft k nach dem Mittel- 
punkte desselben gezogen wird, die proportional der Entfernung 
wirkt. 

Auflösung. 

Die Gleichung des Ellipsoids sei wie in §. 165: 

3 3 S 

(1.) -+1. + ^=1 

^ ^ a b c 

und der Widerstand desselben normal gegen seine Oberfläche werde 
durch X bezeichnet. Die Bewegungsgleichungen sind dann, wenn die 
Ableitungen nach der Zeit t durch Accente ausgedrückt werden, 

(2.) a;" = — + ftaj; y" = -|-+%; ;&'' = — +Äa. 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen entsprechend mit — » "f"' "~ 
und addirt die Producte, so erhält man mit Rücksicht auf (1.): 
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Differenzirt man aber (1 .) zweimal nach einander nach t, so vcr- 
schaflfl man sich die Gleichungen: 

Bezeichnet man nun: 

a;" tt" »" 

so lässt sich (3.) darstellen als 

(6.) —q = Xp + k. 

Multiplicirt man jetzt die Gleichungen (2.) entsprechend mit 

2 — , 2-2-, 2 — , so liefert die Summe dieser drei Producte mit Rück- 
a b c 

sieht auf (4.), 

\ a b c y ^a b c y 

und diese Gleichung ist nichts Anderes als 
(7.) g' = Ap'. 

Eliminirt man X aus (6.) und (7.), so gelangt man zu der Gleichung 

deren Integral 

oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht, 

(8.) p{q^-k) = A. 

Multiplicirt man endlich noch die Gleichungen (2.) entsprechend 
mit afy y', »' und beachtet (4.), so erhSit man als Summe dieser drei 
Producte die Gleichung: 

a?'a?" + yY + »'s" = k{xx^ + yy' + «»') , 
deren Integral 
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(9.) a;''+y''+i5'» = kix'+y'-\-z^) + B 

ist. 

Um die Lösung unseres Problems zu beenden, müssen wir jetzt 
zu den Gleichungen (11.) im vorigen Paragraphen zurückkehren und 
die Summe der Quadrate dieser drei Gleichungen bilden. Um aber 
das einfache Resultat dieser Operation sogleich voraussehen zu können, 
muss man sich der identischen Gleichungen erinnern: 

Ä ^ B ^ C 

a b c u 

+ ■577 — r\ + 



il(a — w) ' B{b — u) ' C(c— ti) U 

a' ^ b' ^ c' u' 

+ •571 — r\ + 



A{a-uyB(b-uy Cic-u)" V 

von denen die erste die N. 5 in §. 165 ist und die zweite und dritte 
die Gleichung 

für w = 1 und m = 2 darstellt, wenn der Nenner qfa aus drei Fac- 
toreu besteht, denn nach der Bezeichnung im vorhergehenden Para- 
graphen ist 

{/=: — (M--a)(«i — 6)(m — c). 

Vertauscht mau nun in diesen beiden letzten Gleichungen noch 
u mit V, so sieht man auf der Stelle, dass 

4 (dx'+ dy'+ d«') = du' (^-) + .rfp' (-^) 

ist, oder, wenn man das Bogenelement mit ds bezeichnet, 

(10.) d5' = |(i,^tj)(^__ —y 

Dividirt man aber die Gleichungen (11.) der Reihe nach durch 
/a, y'fe, Vc und bildet dann die Summen ihrer Quadrate, so erhält 
man die Gleichung: 

dx' , dy' , dÄ* ., ./du' dv\ 

wenn man noch die Foimelu 

111 
— +— 4-— = 
A^ B^ C 
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und 



und die aus diesen durch Verlausehung von u — v abgeleiteten, berück- 
sichtigt. Aus den Gleichungen (10.) in §. 166 bildet man sehr leicht 
noch die beiden Formeln: 

(12.) ^ + -S+^= "" 



o 6* c' (zbc 
und 

(13.) rr'-f-y'4-Ä' = a + 6-|-c — M— f?, 

wenn man die Gleichungen (9.) und (10.) in §. 165 zu Hülfe nimmt. 
Nach diesen Vorbereitungen lässt sich der Gleichung (9.) jetzt die 
Gestalt geben: 

(14.) ^(u-v)Q^-^) = C-k(u+f,), 

wenn man die Constanten k{a-{-b-{-c)-}-B durch C bezeichnet. 
Nach (11.) und (12.) ist 

(15.) 9 = i(«-f>){jj-Y) 

(16.) P= "*' 



abc 



Führt man diese Werthe in (8.) ein, und bezeichnet die Constante abcA 
mit D, so nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 

(17.) K^~t.)(^-^;=:-~&. 

Aus dieser Gleichung und der N. 14 lässt sich durch blosse Di- 
vision dt eliminiren und so die Differentialgleichung der Bahn des 
bewegten Punktes in der Gestalt: 

herstellen. In diesei* Gleichung, welche auch so dargestellt werden 
kann: 

(18.) -=^^_ = ± ''''^*' 



y(7(i> — öu+Am') ~fV{p-OD-\-kv*) 



i 
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erscheinen die Veränderlichen gesondert. Vertauscht man noch u mit 

1 1 

— und ü mit — , so nimmt diese Gleichung die Gestalt an: 
r n 

dr 

(19.) 



y^(ar-l)(6r~l)(cr~l)(I>r»~Cr + ft) 

dn 



= +- 



l/(a«— l)(6»-l)(c«— l)(I>n' — C« + Ä) 

Wenn nun aus dieser Gleichung, in welcher die veränderlichen 
Grössen imter dem Wurzelzeichen auf den fünften Grad steigen, o 
als Function von u bestimmt ist, so lässt sich dann auch aus der 
Gleichung (15.) t als Function von u oder v darstellen. Eine weitere 
Verfolgung des Problems ist aber mit den Mitteln, welche uns hier zu 
Gebote stehen, unmöglich. 

§. 168. 

Aufgabe. 

Die Bewegung eines Punktes auf der Oberfläche eines Ellip- 
soids in einem widerstehenden Mittel zu bestimmen. 

Der Widerstand habe die Form 

WO © die Geschwindigkeit des Punktes und a constant oder eine Func- 
tion der Zeit sein kann, ebenso wie ß als eine Constante oder als 
Function des durchlaufenen Bogens s betrachtet werden darf. 

Die Bewegungsgleichungen sind dann, wenn die Bezeichnungen 
aus dem vorigen Paragraphen benutzt werden, 

oder, wenn man der Kürze wegen 

a+ßf) = k 
setzt, und die ähnlichen für die beiden anderen Ordinaten bildet, 

(1.) a;'' = ^ + te'; y^f = ^ + ky^; ä" = ^ + *^'. 

Verfährt man nun mit diesen Gleichungen ganz so, wie bei der 
Behandlung der vorigen Aufgabe, so erhält man: 



■ TwilF"- 



Enter AbBChnitl 



9' = Äp' + 2ftg, 
^4.) im vorhergehenden Paragraphen, 

X aus diesen beiden Gleichungen giebt di 



= 2(adl + ßt>dt) = ^adt-\-ßds). 

:T und 2 fßds = S 

scoiistante A, so erhSU das Integral von (4.) 

pq ~ 4e'^+*. 
) bildet man sich noch leicht die folgenden: 
" + s's" = fc(a/' + y" + »") 

y«" = ks" 
■.kdt = adt+ßds, 

»• = ßeitr+S) 
eser| Gleichung ist 
g, - e ~ ^ 

id (16.) im vorigen Paragraphen 

hebt sich df fort und für -^ = C(Uhrt 
ilgleicbung der Bahn der Curve: 



i 
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1 

[ 



.Qv Vudu Vvdv 

'.V '/ rr/ > x' "^ — 



Diese Curve, welche der Punkt durchläuft, ist offenbar zugleich 
die kürzeste Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoide und die Gonstruction 
dieser Linie lässt sich also nicht mehr durch elliptische Integrale be- 
werkstelligen, sondern fordert die Kenntniss der Aberschen Transcen- 
deuten. Viel weiter eingehende Untersuchungen dieser Aufgabe hat 
Herr Weierstrass der Berliner Akademie mitgetheilt und einen Auszug 
davon in den Monatsberichten vom Jahre 1862 p. 986 veröffentlicht. 

§. 169. 

In gewissen Fällen lassen sich Integrale, welche: in die Klasse 
der Abelschen zu gehören scheinen, doch auf elliptische zurückführen 
und wir wollen diesen Paragraphen dazu benutzen , um eine Substi- 
tution mitzutheilen, durch welche eine solche Reduction gelingt. Ob- 
gleich sie uns nicht dazu führen wird, einen weiteren Schritt zur Lö- 
sung der beiden behandelten Aufgaben zu thun, so kann sie doch, in 
vielen Fällen nützliche Dienste leisten. 

Sind a und b zwei Constanten und unterwirft man die Ver- 
änderlichen X, y, z den Bedingungen, dass 
(1.) ajtga' = tgy' und xtßb^ = igz\ 

so folgt, wenn die Wurzel positiv genommen wird, 

a;tgatg6 = tgytg» 
und es kann 

,^ , cos t/sin« sint/cos« 

(2.) — ^^-^-r = T^ T = srnflp 

^ ^ cosasmo smacoso / 

gesetzt werden, wenn die Veränderlichen y und j$ gehörig eingeschränkte 
Werthe erhalten. 

Aus (2.) folgt sogleich: 
ox gjjj a _ sin 2y sin 2g 

^ '^ ™ sin2asin2& 

und 

(4.) sin (a — b) sin 9 = sin (y — a) , sin (a + b) sin g) = sin (y +a). 

Eliminirt man aus den beiden Gleichungen (2.) den Winkel 6, 

so wird 

» , siUÄ* oSinw' 

sinq> =^ cosy -^-j-cosz 



cosa' ' sma^ 



oder 

, ^ sinw* , sint/' sin»* , sin»* , sin»' sini/* . , 

cosg)'= 1 r-^+-r-^ • icosa' sH i • -T-^sma 

^ sma sina cosa cosa cosa sma 

Schellbach, elliptische Integrale. ^ 1 
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=(i_!ü!!:yi_™L'\ 

^ sin o v ^ cosa -' 



inzirt man die Gleichungen (1.) und (3.) logarithmisch , so 

dx dy (fe 

4x ~ sin2y ~ sin2»' 
prf(f = cot2y(iy-f'i:ot2se(s = (008 2^4-08 28) — 



coUpdif) ^= cos(y— 3)cosfy +s) --• 

t man mit Hülfe von (4.) den eos(j— s) durch tp aus, ) 

ich: 

yl — sin(a — 0) smtp' ia: 

en Gleichungen (1.) findet man aber: 



cosy - 
siny =: 



Vl + a;tgo' J^l+aitgA' 



esen Werlhen 



f'l+j^tgÄ' 



sina' l+a;tgo' 
N. 5 



1— gtgg'tgft' 
l+iclgft' ' 



„„_l/ (l-^)('-^tga'tgA') 



)s(y+s)sm^ 



V^a:(l-.rtgttlg6) 



acos&(l-l-3;tgö')(l-f iClgfr'i 
idelt sich (S.) in 

d^ 

yT— sin (ffl ~ Ä)''siny' 
(1 — 3:tgOtg6)ffcc 



teos6}/a;{l — a:)(l + a;tga')(l + irtg6')(l — artgo'tgfc') 
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Vertauscht man b mit — b, so entsteht aus dieser Formel die 
folgende : 

(12.) — ^^ 



y'l — sin(a + 6)^sing)* 
(l-{-xigatgb)dx 



2cosacos6}^a;(l — a;)(l + a;tga')(14-irtg6')(l— ajtga*tg6*) 

Die Summe und Differenz dieser Gleichungen liefert, wenn man 

von X = bis x = Xy also von (p = bis (p = q> integrirt, die 

Formeln: 

dx 



^''■^ f\ 



cos 



{,ix(\-x)[\-^x\%a^){\^x\^V)(\--x\%a^\%V) 

dq> 



acosö) / , ^ r+Z— 

\{ }/l-sin(a + 6)'siny' ^/ i\ 



-sin(a — 6)'siny*j 
^xdx 



(14.) r ^ = 

*{ y(l-a;)(l + a:tga')(l + a:tg6')(l-a;tga'tg6«) 

cos a cos 6 i rv dcp f^ dq> 

"" tgatgfe yJ ]/l^sin(a + 6)'sin^''V f\ 



- sin (a — 6)* sin 9*1 

Wenn man in diesen Formeln b = \n setzt, so nehmen sie fol- 
gende Gestalt an: 

(15.) /; ^ = 

^ >/a;(l-a;')(l-a!'tga*) 

cosffl /V d^ cosa /*«" d(p 

~ W/ ]/l— sin(i» + o)'sin9)' 72"y ]/l-siii(ili — a)'«!»^' 

(16.) r "^""^ 

^]/(l-x')(l-x»tga*) 

_ cosa r^ dq> cosa ff dg) 

~ 72tgay yT^^^II^^^^^ 

während die Veränderlichen x und qp durch die Gleichungen: 

Ji—x 1— iTtga* ^ }f2x 

cos gp = ^ TTl"^ * r ^ ^f » ^« ""*^ sin qp = 



4-a; l+iTtga' '^ cosal/l-frr|/l+a;tga' 

mit einander zusammenhängen. 

Diese Substitutionen, durch welche die Zurückführung von Integralen, 
welche scheinbar der Klasse der Abelschen angehören, auf elliptische 
Integrale gelingt, sind zuerst von Legendre mit grossem Scharfsinn 
ersonnen und im dritten Bande seiner Theorie veröffentlicht worden. 

21* 
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Später haben sie von Jacobi eine Verallgemeinerung erfahren, welche 
er gelegentlich bei einer Anzeige erwähnt, die er von dem Legendre sehen 
Werke im achten Bande des Crelleschen Journals macht. Sie er- 
scheinen bei uns in anderer Form, welche vielleicht durchsichtiger ist 
und sich der Rechnung leichter unterwerfen lässt. 

Es kann hier noch beiflerkt werden, dass, wenn man in den 
Formeln (13.) und (14.) tg6' durcii --lg6* ersetzt, also b imaginär 
und ausserdem auch kleiner als In annimmt, dann der Winkel qp 
reelle Werthe durchläuft, während sich x von bis 1 erstreckt. In 
diesem Falle werden aber die Moduln der elliptischen Integrale erster 
Gattung imaginär und ^ ermöge der Gleichungen (11.) oder (12.) lässt 
sich also ein Integral von der Form 



fz 



dcp 



^yi-(a + f/9)sin()o' 
sogleich in einen reellen und einen imaginären Theil zerlegen. 



Zweiter Abschnitt« 

Die Oberfläche des schiefen Kegels. 

§. 170. 

In der Figur stelle SEF einen 
Axenschnitt des Kreiskegels dar, 
welcher senkrecht gegen die Basis 
E4F geführt ist. Die Höhe S£r=c 
des Kegels treffe den Radius OE=a 
der Basis in der Entfernung 0H= b 
vom Mittelpunkte des Kreises und 
die Axe OS sei gegen den Radius 
OE unter den Winkel EOS = y ge- 
neigt. Bildet der bewegliche Radius 
BA ^ OA mit dem festen OE den Winkel 

EOA = qp, so kann AB = adq> als Grundlinie des elementaren Drei- 
ecks ABS betrachtet werden, dessen Höhe SC ein Loth von der 
Spitze S auf die verlängerte Tangente BA darstellt. Da HC senk- 
recht auf AC steht, so ist AK = HC, wenn HK parallel AC gezogen 
ist. Aber es ist: 




i 



Die Oberfläche des scbiefen Kegels. 325 

# 

HC = AK ==^ OA'-OK = a — bcosg>, 

also 

A ABC = i orf<)p ]/c' + (a — 6 cos 9)*. 

Der Theil des Mantels des Kegels, welcher zwischen den Kanten 
SE und SA liegt und mit J bezeichnet werden soll, wird daher 
durch das Integral bestimmt: 

J = ^a I dtp^c^-^- (a— 6 cos 9))'. 

Uro dieses Integral weiter behandeln zu können, setze man zunächst: 

(1.) a— 6COS7) = ctgi^ 

(2.) — - = tga; ^=tg/?; y = tgy. 

Man erhält dann sogleich: 

^ 

f difj .,7 cos g cos /g 

Dies Integral lässt sich am bequemsten durch Thetafunctionen 
ausdrücken, wenn man die Substitution macht: 

(4.) gAc = sin(t/;-A), 

WO X der Werth ist, den yj erhält, wenn x verschwindet. 
Nach dieser Annahme ist, vermöge §. 26: 

I I -^ — ■ — 

Setzt man nun, wie gewöhnlich, 

(6.) |-ä = sin|U, also jr-5 = cos/u, 

so wird 

^ sm/ucosfi 

Wenn also die Constanten X und /u so bestimmt werden, dass 

(7.) X-fi == a und A+fi=/?, folglich i = ^(o+/9) und ^ = i(/?~a), 

so erhält man: 

o_ 2sin(t/;-«)sin(/?-i/;) ' 

^^•^ ^^ - sin (/?-«) 

Die Ableitung nach a; von (4.) liefert sogleich, wenn man (5.) benutzt, 
(9.) dxp = 60 (logxdx. 
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Um also das Integral J vollständig durch Tbetafunctionen dar- 
stellen zu können, ist nur noch erforderlich, cosi// durch diese Func- 
tionen auszudrücken. Nehmen wir nun an, dass sich x va z ver- 
wandelt, wenn %f) den Werth \n annimmt, so geben die Formeln 
(4.) und (5.) über in 

(10.) |~^;5 = cosi und ^ = sinil 

und es wird daher 

(11.) cos i^ = 1^ ifzhx — hifx). 

Setzen wir noch der Kürze wegen tgy = /*, so ist nach N. 2: 

c _ 2cosacos/? , 



Für %pz= \n erhält man aber aus (S.) : 

gz, = 



, _ 2cosftcos/?__ , 



sin (/? — «) 
oder 

gz = ii, 

so dass also g^ imaginär wird, obgleich fa und ha sich als reell 
darstellen. 

Mit diesen Annahmen erhMlt man auch: 

^, sin(^-j-y) j ^ ,2 cos(jU-fy) 

' cosy ' ^ ' cosy 

Mit Hülfe dieser wenigen Substitutionen nimmt unser Integral 
nach leichten Transformationen die symmetrische Gestalt an: 

^ '^ yz> Jifzhx—hzfxy 

Dass die untere Grenze des Integrals — \n ist, ergiebt sich aus 
N. 4 und N. 7, nach welchen Formeln sich x von — ^^tt bis +i^ 
ausdehnen muss, während sich \l) von o bis ß erstreckt; denn es ist 
bekanntlich : 

Den Werthen von \p 

«; K«+/^); /^ 

entsprechen also die Werthe von x: 



L 
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Das Integral 

J (ßhx—hzfxY 

Jässt sich nun leicht in seine einfachen Bestandtheile auflösen. Nach 
S. 26 ist nämlich : 

ß^hx* — hz>^fx^ = gx* — ^»*, 
also 

Nach einigen Verwandlungen findet man: 

(fzhx +hzrxy = ^, {2j/'8* + ig'» g'x + ^ (gx* - g»')\ • 

Setzt man nun: 

gx*-gs' = gx*-{-t' = G, 
so wird 

_ 2g>» rg'»+gfx ^'i fdx 

Also 

Bei dem einen dieser Integrale IMsst sich die Integration unmittel- 
bar ausführen, denn setzt man: 



tev = ^ == •l/ s^P(V^-g)sm(/g-V^) 
^^ t f cos a cos ß 

so wird 

X- X 

(1 3.) /^ ^-pr/cosz« dx = :^Ax+i «in 2x). 

Der Theil von /, welcher aus diesem Integrale entspringt, ist also 

— fit'(x + isin2/). 
Es bleiben nun noch die beiden Integrale: 



/dx ^ fdx 



zu bestimmen übrig, von denen das erste ein elliptisches Integral 
dritter Gattung ist, und das zweite sich mit Hülfe der Reduclionsformel 
in §. 5 auf Integrale erster, zweiter und dritter Gattung zurückführen 



esB Redurtion Tolgenden be- 
renzjrt den Logarithmus von 

ho Ao* 

zweimal nach s. Man erhSIt 

-») — 2TOs. 



G 

4 addirt, inil dx miiltiplicirl 



f^-i-^-yf^a 



fdx 
sehte Reduclion. 



/ den Ausdruck: 

* — i") . 

— ; — { +const, 

s + ai) 

3gral in (15.) einsetzen, wenn 
werden soll. 
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Um den vollständigen Kegelmantel zu erhalten, muss man dann 
X = }7t einführen und das Resultat verdoppeln. Dadurch verschwindet 
aber die zweite Klammer in (15.), sowie das.Ghed Vdx und es wird 

da nämlich ^(ä — ^tt) = -— ^(^71 — ä) = — Q(|7i-|-^) Jst. Um zu 
entscheiden, welches der heiden Zeichen von n zu wählen ist, be- 
denke man, dass, wenn die Höhe c des Kegels zu Null wird, der 
Mantel desselben zur Basis, also seine Fläche J = na^ werden muss. 
Die Winkel a und ß verwandeln sich dann in rechte, also verschwindet 
ty so wie der Winkel ^ und mit ihm der Modul k, also auch die 
Grösse q. 

Führt man den Werth von g = in die Thctafunctionen ein, so 
überzeugt man sich, dass das negative Zeichen von n gewählt werden 
muss, und man erhält dann, wenn die Grösse des vollständigen Kegel- 
mantels mit J^ bezeichnet wird, 

(16.) J' = na t {—, } = na { — ; r-+ IJ- 

^ '^ \ g'z g^ ' \ g^z % ) 

8. 171. 

. Für die Ausführung der durch N. 16 angedeuteten Rechnuggen 
bedarf man der Grösse z, welche aus der Gleichung 

. Ä — ^'^^ __ 1 +2gcos2i5 + 2qf*cos4i5 4-*" 

^ '^ ~" t/^7ü ~~ 1 ""2gcos2Ä4-2g*cos4a5 — ••• 

nach der in §. 44 oder §.49 angegebenen Methode gefunden werden 
kann. Da man den Modul k durch die Gleichung: 

fc = sin |U = sin^ (/9 — a) 

bereits kennt, so ergiebt sich der Werth von q mit Hülfe der Gleichung 
(6.) in §. 43. Aus (1.) findet man für cos 2» eine negative Grösse, 
welche grösser als 1 ist und mit — n bezeichnet werden mag, so 
dass man die Gleichung hat: 

cos 2ä = — n. 
Setzt man nun 

2a = 7i;--yi, 
so wird 

cos 2a = — cosyi = — |(cy + e""^) = — ». 
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i , . . . , ... e-y—fi COtß 

sinp = — und sin2« = 610(71— yi) = sinyi = — ^. — = —, — 



cos 2» = : — ; siü 2s = 



cotg 



Dp 

1 . 2 . . . 2colp 

/ cos4« = -: — ;— I; 8lft4» = — ■■ ^ ■ 

\ sin^ tsin^ 

(ann man nun q^ vernach lässigen, so findet man aus (1.): 

1 +hi _ 1 +2?' cos 4» , _ (l--gg')sing'+4g* 

1 — Ä» ~ 29COs2a ~ 2gsinf 

für 

sinA . 

As = - = cos o 

ycos/i 

>0 sin^ aus der Gleichung: 

2gsingco4J' V _n 

eben. Wenn ninn auch 9* vernachllissigen kann, so wird hieraus 

sing = 2gcol|(J*. 
Venu aber q" keinen Einfluss mehr hat, so giebt die Entwicklung 
Wurzel der Gleichung (4.) nach Potenzen von q: 

sing = 2^ cot JiJ'—a^'tgi^'. 
f diese Weise q bestimmt ist, so lassen sich nun die Werthe von 



CÖa = 



6z \es/ 



berechnen, denn es ist 

Ö» = I — 2gcos2s4- 29'cos4s^ 

ß*» = 49 sin 2ä — Sqi* sin 4s H — 
6"»= 89COS2»— 32?'cos4s + - 
... a >e L ^o'sin2A 

)rückt man nun s mit Hülfe der Gleichungen (3.) durch p aus 
lenutzt die Gleichung (4.), so findet man: 



(8.) 
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also 

(9.) — —■ = — 2cospsin4^<I* — 4g'cotgsini(J' 

/iA\ ^'« >! • iji» 32g*sin^<JV, , . ,. 
(10.) -s— = — 4sinAo ~ — ^— (1 — isino'). 

Es sind somit alle Ausdrücke, welche die Formel (16.) in §. 170 
enthält, für eine bequeme numerische Berechnung umgeformt 

Wenn q so klein ist, dass bei dem gewünschten Grade von Ge- 
nauigkeit die zweiten Glieder in (6.) und (9.) vernachlässigt werden 
können, dann bedarf man zur Berechnung des Mantels des schiefen 
Kegels nur folgender Formeln: 

cos€ = '^cosi(ß—a); cos(J= — liElL—l; sin^ = tgi^«'cot|rf'; 

v>Ud C 

. siniß + a) l'ds « . , ., 

co8ic*]/2sin(/J-o) » v » » 

^* = - 4 sin 1 <J' ; l"di = ^ - (POzy. 

Beispiel. 

Es sei a = 2 ; 6 = 1 ; c = 3. 

Dann ist: 

tga=4; tg/J=l; tgy = 3 = <*, 

also 

a = 18°26' 5",8; /9 = 45^ 

|(/? + a) = 31M3' 2",9; i(/9-a) = 13M6'57M. 

Mit diesen Werthen findet man: 

€= 9°24'48'' 

J= 57M7'52" 

Q= ISO'^— 1M6'29",02. 

Es muss nämlich q einen stumpfen Winkel bedeuten, damit tg|p 
grösser als 1 wird, also sich y aus der Gleichung: 



VS'!««r ^ 
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als positive Grösse ergiebt. Ferner findet man, wenn die Rechnung 
bis auf fünf Decimalen geführt wird, 

log^» = 9,98164 
~ = 0,46697 

^ = -0,93418 
rö» = — 0,71612 
^= 1,29391. 



^Ä 



Also ist 



J' = 471. 1,82693 = 22,958. 

8. 172. 

Wir wollen jetzt dieselbe Aufgabe auch noch dadurch lösen, dass 
wir das vorgelegte Integral auf elliptische Integrale zurückführen. Be- 
nutzen wir die Bezeichnungen aus §. 170, nach denen 

cosA ^ sini 

war, und fuhren noch die folgenden ein: 

fx = •Asin qp ; Äa = -^ , 

so verwandeln wir das Integral (12.) in §. 170 nach einigen Reductionen, 
welche eine sorgfältige Beachtung der bisher so oft benutzten Formeln 
erfordern, ziemlich leicht in das folgende: 

, r^f" da> 

(1.) J = iacycosacosß / -p — r-j r^-r-- — WT-" 

• ./ (cosAJqp — ÄsmAsmg)) //qp 

Erweitert man den Bruch unter dem Integralzeichen mit 

(cos-?. Jq> + Äsin ilsin qp)' 
= i sin2A' + cos 2A(cos A'— Ä*sin y*) -f *sin 2ls\ng>J<p^ 
so verwandelt sich der Nenner in L*, wenn 

cos X' — Ä' sin q)^ = L 
gesetzt wird. Das Integral nimmt also die Gestalt an: 

J= jac }^cosacos/S/(^sin2i'+cos2A.L+Äsin2Asing)2/gp) y,^ - 

*y ' Mj /jCp 



\ -\n 
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Der lelzte Theil dieses Integrals 

I . ^-x I 2i /'*' sinopdo) 

^ ' ^J (cos A* — fc* sin 9)')' 

lässt sich durch die Mittel, welche in §. 170 N. 13 angegeben wurden, 
endlich integriren und soll mit (P bezeichnet werden. E^ bleiben 
dann nur noch die beiden Integrale zu bestimmen übrig: 

Es ist aber 

d fdq> __ . f d(p 

also lassen sich beide Integrale in folgenden Ausdruck zusammenziehen: 

, ^ i • 01 /^V 
^ dl ) J LJq>\ 

und ein beliebiger Theil des Mantels eines schiefen Kegels, welcher 
durch zwei Seitenkanten und den zwischen ihnen liegenden Kreisbogen 
der Basis begrenzt wird, ISsst sich also durch die Formel berechnen: 

sin2A/j-^> -fa>. 

Die ganze Oberfläche des Kegels wird, da in diesem Falle 
verschwindet,durch das Integral gefunden: 

oder, wenn man die Grenzen des Integrals sich bloss von bis ^n: 
erstrecken lässt und das Resultat verdoppelt, 

(3.) T = 2ac^cöäcceöäß-T^{tgl ' ^ 



dX 



V cosÄ /' ^ 



Das unbestimmte elliptische Integral dritter Gattung in (2.), dessen 
Berechnung fUr einen beliebigen Theil der Kegelfiläche erforderhch war, 
hat sich also in ein vollständiges verwandelt, welches nach §. 137 durch 
Integrale der ersten und zweiten Gattung ausgedrückt werden kann. 
Um die in (3.) angedeutete Differenzirung ausführen zu können, wen- 
den wir zunächst die Formel (5.) in %. 137 an: 



334 Zweiter Abschnitt. 

V*sin2fi r^ dtf 

= i7r+(F-£)F0u,&O-Jf'.£0u.*') + £g^F, 
io welcher wir 

(4.) ^{iiyV) = ., also cos/u = — tgA 

1 ^ 

und sin^=^r? r yib'* — sin A* 

n COS A 

substituiren und damit die Formel erhalten: 



(5.) 



= tgi.F+ 






Differenzirt man die zweite der Formeln (4.), so findet man 



^A cos A}/*''-^ sin Ä^ 

und wenn man die Formel: 

dl 



yfedx=F(^)| 



berücksichtigt, so wird man bei einiger Aufmerksamkeit sehr bald 
finden, dass die Ableitung der rechten Seite von (5.) nach l zu dem 
Ausdrucke führt 



sin A cos A 



Benutzt man nun aus §. 170 die Formeln: 
k = smi{ß^a); Ar' = cosi-(/?-a); A = ^-(/? + a), 
so ergiebt sich, nach leichten Reductionen, 

(«■) - = =^i^® t*'+(-- V7&- Y"^^(*.''): 

2acE 
]/cosa cos/J ' 
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wobei fi durch die Gleichung bestimmt werden muss 

cosiu = tgi(/?~a)tgi(/9 + a), 

welche sich leicht aus N. 4 ableiten lässt. 

Um die Formel (6.) einer Probe zu unterwerfen, nehme man 
/? = a an; dadurch erhält fi den Werth \7i und der Ausdruck in 
der ersten Klammer der rechten Seite verschwipdet vermöge der Le- 

r 

gendre'schen Formel in §. 121: 

Weil jetzt der Modul Ä = ist, so wird E =i \ii und das letzte 

TCCLC 

Glied nimmt den Werth an, wie es sein rauss. Dieses letzte 

coso; 

Glied wird also überhaupt, wenn a und ß nicht sehr von einander 

verschieden sind, den quantitativ bedeutendsten Theil der Formel 

enthalten. 

Der unter N. 2 für J gefundene Ausdruck lässt sich übrigens auch 

unmittelbar mit Hülfe der Formel (15.) in §. 170 auf elliptische Integrale 

der drei verschiedenen Gattungen zurückführen; denn multiplicirt man 

die Formel 

welche sich aus N. 1 in §. 77 nach der Bemerkung auf Seite 116 so- 
gleich ergiebt, mit dx und integrirt dann, so wird 

xV'dz - Vdx = Oo^ So' {xk&^ —fhx' dx). 

Substituirt man diesen Ausdruck in (15.) §. 170, so nimmt diese 
Formel die Gestalt an: » 



X 



(7.) J = \aH \^^((x+in)hz^-fhx'dx)-g'zf^\ +<& 

^ -in -i/r ' 

und die Berechnung der Oberfläche des schiefen Kegels erfordert also 
hiernach in der That die Kenntniss dreier Integrale, welche den drei 
verschiedenen Gattungen der elliptischen angehören. Denn es ist be- 
kanntlich : 

X \n X 

xe^o' = F{(p) ; do'/hx'dx = do^ßVdX + do^ f'hVdk = £+£(y) 

—\n ü 

und das letzte Integral in N. 7 ist unt^ den elliptischen der dritten 
Gattung begriffen. 



ZweiloT Abachoitt 

ucüon dieser Integrale auf die lunonisdieD 
le Schwierigkeit mehr hat, überlassen wir dem 

igen wollen wir jetzt auch die Fonnel (6.) 

. 171 gegebenen Beispiels zu Grunde legen. 

nmen worden 

= 2; fe=l; c = 3; 

^ 45°; * = sin i(j3-a) = sin ISMCSTM. 

findet uian durch die Formeln (6.) in $. 56 



cosl{ß — a) = cosij 
grösser als sinSä" ist, 

', und E — in cosid* + nsiai i*. 

^Häufig bemerken, dass, wenn der Modul k 
die Formel (6.) in S- 56 schneller berechnen 
$.114 und dass man dann die Formel (5.) 

, l + V + 25g'+^9g" + 8'g" + - 

£ sehr leicht aus logF ergiebt. Die Formeln 

1921646; £=1,5498571 

rling'schen Interpolations- Reihe wurden die 

i799016; E(fi,k') = 1,0274773 
ied der Formel (6.) wird dann 

22,70750 
Theil 0,25074 
. J' = 22,95824. 
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Die geodätische Linie. 

8. 173. 

Auf einer krummen Fläche, deren Gleichung zwischen rechtwink- 
ligen Goordinaten x, y, ;& 

oder kurz 

u = 

sein mag, sind zwei Punkte A = xyji 
und A^ = (Pj y, »j willkührlich ge- 
wählt. Um den Punkt A^ ist mit 
dem Radius A^A eine Kugel be- 
schriehen, welche die Fläche in der 
Curve ilfiiljC schneidet. Verbindet 
man jetzt einen beliebigen Punkt 
il, == ^cVt^t ^J^ser Gurve mit dem 
Mittelpunkte A^ der Kugel und con- 
struirt in der Ebene des Dreiecks AA^A^ den Rhombus AA^A^A^, 
so kann man die Frage aufwerfen: wo muss der Punkt A^ liegen, 
damit die Diagonale A^A^ dieses Rhombus, welche mit D bezeichnet 
werden soll, möglichst klein sei. 

Da AA^ = A^A^^ so sind die Goordinaten des Punktes A^ 




Es ist also 



und ebenso 



Daher ist 



x^—x^ =a?j— 2a?, + a? = J^x 



Es muss also D* zu einem Minimum gemacht werden, während 
folgende zwei Bedingungsgleichungen Statt finden: 



und 

Scht)llbftch, elliptische Integrale. 



22 
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beiden Tangenten AAt und ^i^t ™i^ einander bilden, kleiner sein 
als jeder andere, den ein zweites Element einer andern auf der Fläche 
gezeichneten Gurve mit dem Elemente AÄ^ bildet, wenn nämlich beide 
Curven dieses Element AA^ mit einander gemein hätten. Schritte 
man von A^ aus in gleicher Weise zu neuen Punkten auf der Fläche 
fort, so gelangte man offenbar auf einem Wege, der in jedem seiner 
Punkte sich möglichst wenig von der zuletzt verfehlen Richtung ent- 
fernen würde, zu einem vorgesteckten Ziele. Man hätte also den kür- 
zesten Weg von A aus zu diesem Endziele auf der Fläche eingeschlagen. 
Die öleichungen (1.) in §. 173 nehmen eine einfachere Gestalt 
an, wenn die drei Punkte^, A^, A^ unendlich nahe an einander 

flu tili 

liegen. Man hat dann für J^x, -z — , Jx^ zusetzen: d^x, -^-^dx+d^x, 

und die ähnlichen Ausdrücke in den anderen beiden Gleichungen ein- 
zuführen. Da aber das Bogenelement ds als constant angenommen 
wurde, so führt die Differentiation der Formel 

zu der Gleichung: 

(1.) (te(fa?-}-c^yd'y-f-rfÄd'Ä = 0. 

Ferner ist auch das Differenzial der Gleichung u = gleich 

du du du 

Multiplicirt man daher die drei Gleichungen (1.) in §. 173 der 
Reihe nach mit dx, dy, dz und addirt die Producte, so wird die 
Summe, vermöge der Gleichungen (1.) und (2): 

B{dx' + dy' + dz') = 0. 

Also ist die Constante B = und an Stelle der Gleichungen (1.) 
in S. 173 treten di^ folgenden: 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen den Quotienten D:A, so 
ergeben sich die Gleichungen: 

22 * 



d'x du _ d'y du _d'» du 
d»*' dx~ d»*' dy~' d»'' d* 

lUDgea müssen befriedigt werden, wenn die Coordinaten 
■zestea Linie angehören, welche auf der Flttche u = ö 

ale AyA, des Rhombus AA^A^A^ ist offenbar eine 
iche u im Punkle r,, y^, «, oder, was dasselbe ist, 
s. Denn sind ^, rj, ^ die laufenden Coordinaten einer 
irch die Punkte x,, i/,, s, und o:., y., s, geht, so ist 



4''x jj'y d*z 

hung verwandelt sich aber, wenn man lieber xyt statt 
in die bekannte Gleichung der Normale: 

l-j'^'?— y^C-g 

du du du * 

(Jx dy dz 

im Punkte a^ys. Folglich steht die Schmiegungsebeae 
lie ÄA^A^ sleU senkrecht auf der Fläche, auf welcher sie 
)ie geometrischen Betrachtungen, durch welche wir zu 
ntcr N. 3 gelangt sind, lassen sich auch durch andere 
j wir als dem Leser bekannt voraussetcen dürfen. — 
;elangt man indessen zu diesen Differentialgleichungen 
Linie auf einer krummen OberflHche durch die ein- 
ig, dass ein beweglicher Punkt, welcher durch den 
Fläche auf ihr zu bleiben gezwungen ist, eine solche 
uf ihr beschreibentmuss, wenn er bloss eine Anfangs- 
erhalten hat und von keiner andern Kraft ergriffen 
nn wieder 

« = 
er Fläche ist, auf welcher sich der Punkt bewegt, 

^■.R: ^-.R: ^-.R 

dx dy ds 



i 
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die Cosinus der Winkel, welche die Normale der Fläche mit den Axen 
der 0?, y, :s bildet, wenn 



ist. Wird der Widerstand, den die Fläche leistet, mit iVß bezeichnet, 
so sind * 

d*x _ -.dfi 

IP" d^ 

d*» ^du 

IP'^ dz 

die Bewegnngsgleichungen des Punktes. 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit jix, dy, 
d;5 und addirt die erhaltenen Producte, so wird, vermöge (2.) 

. d^x . . d^y , . dh ^ 

also, wenn maii integrirt 

dx'+ dy^+ dz' = Ade 

oder 

ds* = Ädt\ 

Die Elimination von N aus den vorigen drei Gleichungen führt 
also zu den Gleichungen N. 3: 

d^x du d^y ^ du _ d'a du JV 

ds*' dx ds' ' dy ds^' dz A 

8. 175. 

Ist die Fläche, auf welcher die kürzeste Linie gezeichnet ist, eine 
UmdrehungsflSche, deren Gleichung 

u = a — q>{r) = 
sein mag, wenn 

x^+y'=:r' 
ist, so erhält man 

du dq^ dq>r dr ^ x ^ 

cte""" (te~~ dr dx'" r ^ 

du y , :, ^^ A 

-^=: -^^qifr und -r- = 1. 
dy r ^ dz 
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Dk ente der Gleidiaiigen (3.) in (. 174 TerwandeH sidi aof 
diese Weise in die Gldcbong: 



(1.) 

denn Integral 
(2.) 






xdjf ffds ^ 
d$ ds 




ist In der nebenstehenden Figur 
sei OZ die Umdrehungsaxe der 
krummen Fläche XTZ; ABC die 
auf ihr verzeichnete kürzeste Linie 
und A!WC die Projection derselben 
auf die Ebene der xy, mit welcher 
^ die Ebene QBFE parallel läuft Die 
Goordinaten des Punktes B sind xy% 
und BE = RO = r ist seine Ent- 
fernung von der Umdrehungsaxe. 
Die Bogen ZBR und ZC stellen Meridiane der knunmen Fläche vor, 
welche mit dem Meridiane ZQX die Winkel tp und tp-^d^ff bilden. 
Nach diesen Bezeichnungen ist also 

aj = rcos^; y = rsimp 

und die N. 2 geht über in 

(3.) r^dijj = cds. 

Das Integral dieser Gleichung: 

(4.) /r'dxl; = es 

ü 
giebt den Satz: 

In der Projection A^B* der kürzesten Linie AB = s ist 
der Sector A'OB^ der Länge s proportional. 

Trifft die kürzeste Linie ABC den Parallelkreis QBP, dessen Radius 
EB = r ist, unter dem Winkel CBR = ^, so ist für BC=ds, 
BD = rdxfj also 






und 
(5.) 



rsin| 



ds 



= c. 
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Berührt also die hmie AB den Parallelkreis, dessen Radius ^ ist, 
so wird § = iriy daher p = c, so dass die Constante c jetzt eine sehr 
einfache Bedeutung erhalten hat. 

Es ist ferner 

dz = -?- dr = q>'rdr 

dr ^ 

also 

(fe* = dx' + dy ' + dz' = dr' + r^dtp' + (q/ry dr' 
= (l + (p'r')dr' + r'dtp\ 
Aus (3.) ergiebt sich daher 

r^dip' = c'(l + 9'r') dr' -f c'r'dxp' 
oder 

dr i/l + afr* 

Die Gleichung (5.) giebt auch, wenn man nach (3.) tp durch ds 
ausdrückt, 

(7.) ^ = .d.|/^. 

Integrirt man (6.) und (7.) von r = r^, bis r = r, so wird: 



r 



(9.) s^ßd^f.^. 



r 







Aus der Gleichung (8.), in welcher i^, r^, r als gegeben be- 
trachtet werden sollen, und die im Allgemeinen in Bezug auf c eine 
transcendente ist, müssen die verschiedenen Wurzelwerthe, welche c 
haben kann, berechnet und danil zur Bestimmung der diesen Wertheh 
entsprechenden Längen s in die Gleichung (9.) eingesetzt werden. 

§. 176. 

Da die Untersuchungen über die kürzesten Linien auf ki'ummen 
Flächen ziemlich schwierig sind und zu wichtigen Bemerkungen Ver- 
anlassung geben, so werden wir zunächst eins der einfacheren Beispiele 
behandeln, nämUch die kürzeste Linie auf einem geraden Kegel mit 
kreisförmiger Basis zu bestimmen suchen. 



Die Spitz« des Kegek liege im An- 
pimkte der CoordioalCD, and die Seite 
bilde mit der Axe OZ desselben, welche 
i^ die Axe der s ist, den Winkel a. 
'C=r die Enifemung des Punktes B 
ler Axe, und bildet die Ebene OGZ mit 
^oe der x» den Winkel ^, so ist die 
tiimg des Kegels 

» = rcoto 

1 und g/r = cota. 
(7.) geben dann: 
c'dr' 



la* 


rV-o') 






r 


*• 






^ 


r--c')- 




die Richtung der 
die r abnehmend, 
Es ist dataer 


karzeslen Linie AB 
«ährcnd der Winkel 




cdr 








— arccos \-A 



-VP^^' + B. 

estimmen, netaraen wir filr t/j = und 

I wird: 

c c 

arccos arccos — 
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Wickelt man den Kegelmantel auf eine Ebene ab, so muss sich 
offenbar eine auf ihm verzeichnete kürzeste Linie in eine gerade ver- 
wandeln. Ist AOG der auf 
die Ebene abgewickelte Theil 
der Kegelfläche, welcher in 
der vorigen Figur als-406f 
erscheint, sind ferner GOG^^ 
G^OG^^ .... die mehrmals 
abgewickelten vollständigen 
Mäntel des Kegels und stellt 
ABB^ die abgewickelte kür- 
zeste Linie zwischen A und 
B dar, so übersieht man 
aus der Figur leicht, wie ein Punkt, der die kürzeste Linie 45 durch- 
läuft, wenn er seinen Weg fortsetzt, den ganzen Kegel umkreist, wäh- 
rend er sich durch BB^^ hewegt und in B^ wiedier in die Seite OG, 
in der auch B lag, eintritt. Bei dieser Bewegung hat sich der Punkt 
stets der Spitze genähert. Würde er aber den Kegelmantel noch 
einmal durchlaufen, also die StrecTte B^B^ zurücklegen, so hat er sich, 
wenn er den Punkt B^ trifft, bereits wieder von entfernt. Wenn 
also ein Punkt A sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit in der kür- 
zesten Zeit auf der Oberfläche des Kegels von A nach b bewegen und 
den Kegel noch ausserdem zweimal umkreisen soll, so muss er den 
Weg ABB^B^ durchlaufen, wenn Ob = OJ?, ist. Wenn die Fortsetzung 
B^C der Linie AB^ die nächste der Kanten OG^ des zum dritten Male 
abgewickelten Kegels nicht mehr schneidet, dann wird sie einer be- 
stimmten Kante OS parallel laufen, sich also auf dem Kegel in*s Un- 
endliche erstrecken uud diese Kante zur Asymptote haben. In meinen 
„Mathematischen Lehrstunden, Aufgaben aus der Lehre vom Grössten 
und Kleinsten", wo p. 126 diese Aufgabe elementar gelöst ist, findet 
man noch weiter eingehende Betrachtungen. Zur Erläuterung unserer 
Rechnungen genügt das hier Mitgetheilte. 

Wir kehren jetzt zu den Gleichungen (5.) und (6.) zurück. Offenbar 
kann der Winkel rp aus einem Winkel ß. = DOE in Fig. 1, der kleiner 
als n ist und einem Vielfachen von 27t zusammengesetzt gedacht 
werden, so dass wir der Allgemeinheit wegen annehmen können: 

Es ist aber nach der bekannten goniometrischen Formel: 
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arc COS a — arc cos ß = arc cos {aß + 1/(1 — a')(l — /J'). 
Also erhSlt man aus (5.): 



cos 



(V,sin«) = il + /(l-^)(l-^). 



folglich 

(7.) e = rr,sin(V;siaa) 

^r* + ''! — 2rrjj cos (^ sin a) 

Wenn c positiv bleiben soll, so darf nach dieser Formel t^sina 
nicht n überschreiten. Man sieht die Nothwendigkeit dieser Forderung 
auch aus der zweiten Figur ein ; denn wird die Kante OA des Kegels 
mit k bezeichnet, so ist der Halbkreis AGD = nk. Die Bogen 
GG^ = ffj6r, = C,6f3 = .... sind aber sämmtlich gleich 2nr^ und 
AG ist gleich r^ß. Soll nun die Gerade AB den Punkt 6^ der auf 
einer der Kanten OG, OG^, OG^, — anzunehmen ist, noch treffen, 
so muss offenbar. Wenn sich der Kegel nmal in dem Winkel GOD 
abwickeln lässt, 

r^ß+2n7tr^<:nk 
sein. Es ist aber r^ =ftsina, also ist die Forderung: 

(/J + 2»^) sin er < ;j* 
oder 

- 1 /» 



n 



2sina 27r 



Also mehr als nmal kann der Punkt, welcher auf dem kürzesten 
Wege 6 treffen soll, den Kegel nicht umkreisen. Forderte die Aufgabe 
eine öftere Umkreisung des Punktes, so müsste er sich in gerader 
Linie von A nach der Spitze bewegen, dort die Spitze so oft, als 
verlangt wird, umkreisen und dann von nach b hinabsteigen. 

Wir haben also jetzt die Einsicht gewonnen, dass die Constante 
c eine begrenzte Anzahl von Werthen hat, welche aus (7.) erhalten 
werden, wenn man für tp einsetzt: 

ß, ß+2n, ß-i-in, ...., ß + 2rtn. 

Die Bedeutung von c ergiebt sich am klarsten aus der zweiten 
Figur, wenn wir von auf ABB^ ein Lolh fällen, welches OB^ vor- 
stellen mag. Es ist dann: 

8 = AB=^ iAO' - OBJ - ]/0B' - 0B\ . 
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Die Entfernungen der Punkte A und B von der Axe des Kegels 
seien r^ und r, und die des der Axe nächsten Punktes B^ soll mit c 
bezeiclinet werden; dann ist: 

sina sina ^ sma 



also 



= :^iyrl-c'^}fr'--c') 



s 

sma 



übereinstimmend mit N. 6, so dass also c die kürzeste Entfernung der 
Linie s von der Axe des Kegels ausdrückt. Diese Formel wird gelten, 
wenn auch die Linie s den Kegel mehrmals umschlungen hat, sobald 
sie nur nicht der Spitze am nächsten gekommen ist und sich wieder 
von ihr entfernt hat; denn in diesem Falle wird o£Penbar: 

sma^ " ^ 

Dieser Werth ergiebt sich aus der Formel (2.) auf folgende Weise. 
So lange r abnimmt, wenn s wächst, folgt aus (2.) die (4.); wenn 
aber r mit s wächst, so hat man statt (4.) die Formel: 

rdr 



sinads = 



Das Integral dieser Gleichung ist 

«sin a = yr'— c' + C' 
Diese Formel gilt also, so lange r von c an zu wachsen beginnt, 
während (6.) angewandt werden muss, so lange r bis c hin abnimmt. 
Um die Constante C zu bestimmen, muss man r =^ c setzen, wodurch 
man aus (6.) erhält: 

also 



(8.) « sin o = ]/rJ — c' + >^r'— c\ 

$. 177. 

Da bei der Integration von Differentialgleichungen ähnliche Be- 
trachtungen, wie im vorigen Paragraphen, sehr oft angestellt werden 
müssen und sich nicht immer unmittelbar darbieten, so halten wir es 
für ganz zweckmässig, hier ein ähnliches Beispiel aus einem andern 
Gebiete einzuschalten. 
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1l Ä O B A X ^^^ Massenpunkt B werde vom 

' ' ' "^ ' Punkte mit einer Kraft angezogen, 

welche umgekehrt proportional dem Kubus der Entfernung wirkt. Man 
soll den Ort des Punktes B zur Zeit t bestimmen, wenn seine An- 
fangsgeschwindigkeit nach gerichtet war. Die Differeuzialgleichung 
seiner Bewegung ist: 

1'^ — — -L 

wenn die positiven Abscissen OB = x von nach X hin gerechnet 
werden, und die Kraft in der Einheit der Entfernung gleich 1 ange- 
nommen wird. 

Ein erstes Integral dieser Gleichung ist: 

wenn der Punkt, als er um die Strecke OA = a von entfernt war, 
sich in Ruhe befand. 

Die Vorstellung, welche man sich von der Bewegungsweise des 
Punktes B zu bilden hat, ist offenbar die, dass er um den Punkt 
in dem Intervalle AOA^ = 20-4 unaufhörlich oscilliren wird, da rechts 
und links von die Bedingungen zu seiner Bewegung stets dieselben 
sind. Der Punkt muss sich aber auch absolut in der Geraden AO 
bewegen, wenn diese Vorstellung eine richtige sein soll, denn eine 
unendlich kleine seitliche Anfangsgeschwindigkeit, deren Richtung 
sich von der geraden Linie AO nicht unterscheiden liesse, würde 
z. B. den Punkt eine Ellipse mit unendlich kleiner Axe um be- 
schreiben lassen, deren Brerinpulikte A und wären, wenn die Kraft 
umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung auf ihn einwirkte. 

Die Zeit wird unaufhörlich wachsend gedacht, also ist dt stets 
positiv. Wenn der Punkt aber von B nach hin fortschreitet, so ist 
X positiv, dx negativ, also hat man aus (1.) für diesen Theü seines 
Weges 

ya —x^ 
und t = al/a' — a?'4'^- 

Für a; = a war t = 0, also ist 4 = 0, und 

t^=::a^^ — x^. 

Daher konimt B zur Zeit f =?= a' in an. Von jetzt an gilt aber 
die Formel: 



(3.) dt = 
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dxdx 



ya'-a;*' 



denn x und dx sind beide bei der Bewegung von nach A' hin 
negativ. Man erhält nun: 

t=-^aya' — a?» + fi, 
und da, für a? = 0, t = a' war, so wird B = 2a*, also 

^ = 2a' — aj/a'—a?'. 

Die Geschwindigkeit in A' ist Null, also kehrt der Punkt von A^ 
nach zurück. Jetzt ist x negativ, aber dx positiv; daher gilt jetzt 
die Gleichung (2.), und es wird: 

Für x :s:^ a war aus der letzten Gleichung t = 2a", also ist 
C = 2a', und 

t = 2a' + a}/?^^^. 

Im vierten Theile der Bewegung des Punktes werden x und dx 
beide positiv, daher tritt jetzt die Gleichung (3.) ein, und es wird: 

*=— a}/a" — a?* + Z). 

Für x = ergiebt sich aus der letzten Gleichung f = 3a*, also 
D = 4a', und 



^ == 4a'— aVa*— a?'. 

In dieser Weise fortschliessend überzeugt man sich, dass, wenn 

a^a^—x* mit T bezeichnet wird, man die Zeit < in den verschiedenen 
Intervallen durch folgende verschiedene Formeln berechnen muss: 

< = T; 2aV-r; 2a' + r; 4a' — T; 4a' + T; 

Diese Betrachtungen haben wir hier eingeschaltet, um den An- 
fänger bei der Behandlung ähnlicher Aufgaben vorsichtig zu machen. 

$. 178. 

Wir wenden uns jetzt zu unserer Hauptaufgabe, die kürzeste Linie 
auf einem ümdrehungs-EUipsoide zu bestimmen. Diese Linie, welche 
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setzt, aber es wird dann c* negativ, da es unter der Form erscheint 

Man muss sich daher unter X eine imaginäre Grösse vorstellen, 
also etwa fii statt k setzen. Der bequemem Rechnung wegen, nimmt 
man aber diese Substitution lieber erst später vor. 

Es wird nun nach den obigen Annahmen: 

Mit diesen Werthen verwandeln sich die Gleichungen (4.) und 
(5.) sogleich in: 

(9.) ds = bfio*hx*dx 

/./VN j. thl.hx*dx 

(10.) dV = - -wzw-' 

Es ist also jetzt die Veränderliche e durch x ersetzt worden, und 
an die Stelle der Constanten a und c sind l und v oder q getreten, 
welche letztere Grösse bekanntlich in den Functionen fx, gx, hx er- 
scheint und aus der Gleichung: 



go^ = ew 



=./.-- 



berechnet werden kann, wenn c bekannt ist. 

8. 179. 

Mit Hülfe der bis jetzt entwickelten Formeln können wir nun zur 
Lösung einer der Hauptaufgaben der Geodäsie schreiten. Aus der 
Länge s eines geodätischen Bogens, der geographischen 
Breite ß seines Anfangspunktes und seinem Azimuthe a 
die Breite ij und das Azimuth | seines Endpunktes, so wie 
den Längenunterschied tp beider Punkte zu bestimnlen. 

Wenn wir die Erde als ein Umdrehungsellipsoid betrachten und 
unsern Formeln die bereits in §. 175 beschriebene Figur zu Grunde 
legen, so ist die Gleichung irgend eines Meridians wie ZBR: 



CO i.+f- = '. 

uDd wenn die Normale im Punkte 
Ä mit der Ase OX den Winkel i; 
bildet, so ist 

S-(2.) «, = 2^'- 

Setzt man nun: 
(3.) ecosjj = tg§ 

und ausserdem 

-r-j'o'— fc*; also »'= l + e*, 

:ksicht auf $. 178: 

s = &sin^cos^ = 6e. 

ite c als das Product des Sinus des 
eodatisctien Linie in die Entfernungen 
nmt worden. Wenn also im Anf^ngs- 
inie die geographische Breite tj den 
rcti in y Übergeht und ausserdem ftlr 

so wird: 
Qsy = nasiolcosi^cos^ 

= -sm|sm£ 
'cosjS' cosy' = coso'-j-sinor*sin/S'cosy*. 



— = /e }'eosa' + sina'sin/)'co8/* 



8*4- sin a* , *r. : — %-■ — t 

i~i = f'»yl— sma smj-'. 

BP 



Die geodätische Linie. 353 

Aus (6.) in §. 178 ist ferner gogX = e und hiermit gewinnt man 
vermöge der Formeln (3.) und (4.) in §. 2p die Gleichungen: 

/n \ n • sJncfsiny , ^ n '» 

Femer war in §. 178 bereits gefunden: 

wobei nach N. 4 

V = sini?cosC=: -==== = — ]/n*cosC*— 1 

zu setzen ist, also die Functionen fx, gx, hx auch so ausgedrückt 
werden können: 

/44\r *^ l/^ W'COSC* 1 ;-z T^^-r . f» COS C 

(1 1.) /a? = — V 1 -r-r- ; 9^ = — V» cosr-1 ; hx = , ^ v 

^ ' go f ho^ ' ^ go^ ^ ' Äo 

Im Anfangspunkte A der geodätischen Linie verwandelt sich nach 
den oben gemachten Annahmen der Winkel C ^^ yi bezeichnet man 
also den Anfangswerlh von x mit x^, so hat man die Gleichungen: 



Das q der Thetafunctionen wird nach §. 43 durch die Gleichung: 

gefunden, sobald man die fünfte Potenz dieses Ausdrucks vernach- 
lässigen kann, was bei geodätischen Rechnungen immer dej Fall ist. 
Nach N. 9 in §. 178 wird, wenn man N. 16 in §• 77 berück- 
sichtigt, 

ds = 6^0* hx* dx = ^, (P'dx - T^o) dx. 

Integrirt man diese Gleichung von « = bis « = s, bezüglich 
von a? = 0?^, bis ic = x, so erhält man : 

(14.) ^' = Vdx -^ VOx, -{x^ X,) r«o. 

In §. 81 findet sich aber unter N. 5 die Reihenentwicklung: 

vß — o- v«^ sip2^^ ___ 4gsin2a? . 4g' sin 4a? . 4g^sin6a? 
■" -^i sinm "" 1-g' "' r=Y" "~^^^^ 

Schellbach, elliptische Integrale. 23 
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er N. 1 1 die folgende : 

cosa t ^ ' SIPWl 

_ _ 1 Sq*coä2x , 16 g* cos 4a; 2iq'cos&x 

cos«' l~q* 1 — g* 1 — 9* 
• x = 0, 

1-9 1-«* 1-9'^ ^ 

in man wegen der geringen Grösse von q schon seine dritte 
vernacblässigen , so erliält man ans (14.), wenn man beide 
lit l-|-$(}' dividirt, die folgende Gleichung: 

= x^-\—r{\ ~ 4g — 4g') — Sgsin {x — ic„) cos (x-^-x,) 

— Sq'sin2(x — x^)eos2{x + x^). 
', Auflösung dieser transcendenten Gleichung liefert den Werlh 
sobald man die Constante x, aus der dritten der Glei- 
, (12.): 

ftcos}' l-\-2qcosix^~\- ■■• 

ko ~ 1 — 2gcos2ij4---- 
n hat 

i den Werth von x aus der Gleichung (15.) zu finden, vei^ 
igt man zunächst die beiden letzten Glieder der rechten 
id setzt als ersteren Näherungsweitb: 

x = x^+^(i — 4q — iq*). 

s so erhaltene x setzt man dann in den vemachlfissigten TTieil 
i berechnet mit dieser VervollstSodigung einen zweiten Werth 
den man abermals auf dieselbe Weise benutzen könnte, wenn 
ch grössere Genauigkeit erforderlich sein sollte, 
cht man nun noch aus der dritten der Gleichungen unter N. 9: 

. ^ _ n^ _ 1 + 2gcos2A + 2g*cos4^ + — 
k0~ 1— 2gcos2i + 2g'cos4A + — 
rth von cos2A, so ergiebt sich diese Grässe, ganz Shnlich, wie 
1\ cosSs gefunden wurde, zwar positiv, aber doch grösser eis 
ASS man, wie oben bemerkt, k durch fii ersetzen muss. 
bald nun die reelle Grösse (i auf diese Weise bestimmt ist, 
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SO kann man das Integral der Gleichung (10.) in §. 178 berechnen; 
denn, wendet man die Formel (8.) aus §. 130 an und integrirt die 
Diflferenzialgleichung (10.) von ifj = bis \fj = xp, bezüglich von a? = a?^ 
bis X = X, so erhält man: 

(.8.) * = - m/IS = -.u |(-. W+*'I8S> -1^1. 

WO rechts fii statt l eingeführt werden muss, während alle Grössen bereits 
bestimmt sind. Es kann also jetzt die Längendifferenz xfj mit Hülfe 
dieser Formel berechnet werden. Aus dem bekannten Werthe von x 
lässt sich nun auch durch die Gleichung unter N. 11: 

(19.) cos^ = 

der Winkel ^ und damit aus N. 3 : 
(20.) cosi?=i-tg^, 

die Breite ij des Endpunktes der geodätischen Linie berechnen. 

Endlich ergiebt sich aus (5.) das Azimuth | dieses Punktes durch 
die Gleichung: 

* 

/Ol \ • t sinasiny 

(21.) sm^ = — ^-TT^- 

^ ' ' sm^ 

Da man die Grössen q, A, x und x^ jetzt als bekannt voraus- 
setzen kann, so lässt sich der Ausdruck für \p allerdings berechnen, 
sobald nur für die Thetafunctionen ihre Reihen aus §. 16 eingesetzt 
werden; aber bequemer ist es, die Reihen aus §.81 anzuwenden. 

Unter N. 2 findet sich dort die Formel: 

,.^ . . 4o*cosa:^ , 4flf*sin2x' 4g^cos3a?' . 
Aus ihr ergiebt sich sogleich: 

sin(A — x) 4g'sin2>lsin2a; 4^*siu4Asin4a5 4g'sin6Xsin6a! 

~ sin(;i+x) r^^ 2(l-g*) 3(1 — 90 ' 

und nach N. 5 und N. 8 hat man: 

23» 



5in4X 4q'sinQi. 



iinil ig* sin 6A 



1- 



- + ■■ 



iin63. Sg'sirilOJl 

-9* '-9'" 

9 vernachlässigen, so wird: 

in 2isin {x — a!„) cos (x -|- x^) 



a = — s^siii 


n. 




±^;-8,si,.2i(,- 


iFo) 


^jco^(x + x^ 


)| 




d für 






e 






sin 2/*» = - 


-icol2{, 




Sl^.r 


= l«i 




;29'col2^"sin{ 


a!-a^.)co 


<«+*.)■ 



entwickelten Korraetn sich alle 

:t' Aufgabe crl'ordert, vollständig 
io würde doch eine weiter ein- 
equemere Ausführung der Rech- 
tss der Eigenschaften der geo- 
zweck massigsten Formeln l'Ur 
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die numerische Rechnung finden sich von Jacobi in einer kurzen 
Uebersicht zusammengestellt im 53. Bande pag. 335 bis pag. 341 des 
Borchardt'schen Journals, und Herr Professor Luther in Königsberg hat 
die Ableitung dieser Formeln in einem darauf folgenden schätzbaren 
Aufsalze pag. 342 bis 365 geliefert. Die wenigen Seiten, welche wir 
diesem Probleme widmen konnten, sind aber vollkommen ausreichend, 
um den Leser in den Stand zu setzen, diese practisch wichtigen Ar- 
beiten mit Leichtigkeit studiren und die etwas zerstreut liegenden 
Resultate in einen sehr kleinen Raum tibersichtlich vereinigeu zu 
können. 

Indem wir also für weitere Belehrung auf diese Arbeiten ver- 
weisen, wollen wir hier nur noch die Grösse des Krümmungs-Halb- 
messers eines Normalschnitts des Ellipsoids im Punkte xyz oder C 
der Figur auf Seite 299 bestimmen, welcher mit dem Meridiane dieses 
Punktes einen gegebenen Winkel bildet. Die Kenntniss dieser Grösse 
wird uns zugleich über die Bedeutung einiger der bis jetzt gebrauchten 
Bezeichnungen einen nicht unwichtigen Aufschluss gewähren. Die 
Formeln, welche wir deswegen aus der Theorie der krummen Flächen 
benutzen müssen, sind die folgenden. 

Ist die Gleichung der Fläche zwischen rechtwinkligen Coordinaten 

(l.) u = 0^ 

dann ist ihre Ableitung 

du , . du . , du , . 
-r- rfa? + ^- rf« 4- -=- aa = 0, 
dx ■ dy ^ ^ dx> 

welcher auch die Form gegeben werden kann: 
(2.) kx^ ■+ ^y' + vzl = 0, 

wenn die Ableitungen nach dem Bogen s eines Normalschnitts im 
Punkte xyz durch die accentuirten Buchstaben bezeichnet werden und 

/oN 3 du du du 

(3.) A=-:fi;^ = -:Ä;v=^:fl 

die Cosinus der Winkel darstellen, welche die Normale der Fläche 
im Punkte x^y^z mit den Coordinatenaxen bildet, während 

y©' + + ©' = * 

gesetzt worden ist. 

Nimmt man von (2) die Ableitung nach ^, so erhält man die 
Gleichung 
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i-Halbmesscr des Nonnalsihnills im Puokte 
so findel man die Krümmung in dem an- 
,e Formel 

' + /.'=- (;a!" + ^y" + «"), 

!S-lIa!bmesser des Normal sctinitls berechnen 
1 Punkte C mit den Coordinatenaxen die 
sren Cosinus x*, ^, V sind. Von diesen 
iit itillkürlich gewühlt nei-dcn, als er mit 
idinguDgen 
+ fijf + y^' = 

' + !/" + »"=! 

(3) entwickell man die Werthe »on l', fi', 

IL '*'" , , i'" \ „ '«' 

ifa'' "•■ d}dx'+ ifoifa'/ R' 

'( , , rf'w , , d'u A _ pÄ' 



d'u £u_ ^,^ „ »«' 

dl/ dz didi 



hervorgehende Fonnel für Jie Krümmung 
, d'u „ 



Ü''^+ä:^M 



nste Ki'Ummungs- Halbmesser der NormaK 
bt sich nun aus diesen Formeln durdi die 

' x' ^ z^' 

osinns ä\ y', »' eliminirt werden mUssen, 

« . , dX . , dX . 
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gesetzt ist und die ähnlichen Ausdrücke für (j! und v^ eingeführt 
worden sind. 

Sind die Ausdrücke für A, /u, y in N. 3 so gebildet, dass man 
aus der Gleichung ^ = o den Werth von z durch x und y aus- 
gedrückt und in diese Formeln eingesetzt hat, so erscheinen V und yf 
bloss als Functionen von x und y in der Gestalt 

dx ^ dy^ ^ dx ^ dy^ 
und aus (6) erhält man 

also, wenn man xf und if eliminirt 

^ '^ ß' ß ^daj dy/ da? dy dy dx"^ 

Die beiden Wurzeln p, und g, dieser quadratischen Gleichung 
liefern den grössten und kleinsten Krümmungs-Halbmesser der Normal- 
schnitte im Punkte a?yi5. Bestimmt man dann aus (8) oder (9) das 
Verhältniss von y' : x* und setzt dessen Werth in die Gleichungen (2) 
und (5). ein, so findet man auch die Grössen jr', y', :s/ und kann also 
die Cosinus der Winkel a, /?, y berechnen, welche die Tangenten der 
beiden Normalschnitte, die im Punkte P unter allen die stärkste und 
schwächste Krümmung haben , mit den Coordinatenaxen bilden. Diese 
Winkel fallen natürlich verschieden aus, je nachdem für q der Werth 
Q^ oder Q^ eingesetzt wird. 

Sind nun q^ und q^ und die Richtungen ihrer zugehörigen Normal- 
schnitte, welche auf einander senkrecht stehen, gefunden, so lässt sich 
auch durch die bekannte Formel 

,. . s 1 sina' , cosa' 
(11.) — = 

die Grösse der Krümmung des Normalschnitts berechnen, dessen Ebene 
mit der Ebene des Schnitts, welchem die schwächste Krümmung zu- 
kommt, den Winkel a bildet. 

§. 181. 

Wenn wir diese Formeln zur Berechnung der beiden Haupt- 
krümmungs-Halbmesser in einem Punkte C des Ellipsoids 



-1)=0 

Ausdruck 

'' + b(b-c)s' + c 

Abslandes p der Berilb- 
ifllhren, so erhalten wir 



:« = 6p»; 




-t' 




■■^i' 




b(b-c)yp-- 




; die Gleichung (10) 


fol 



) + «fiep* = 0, 
wieder mit o, 6. c be- 

■)+p' = o. 

'> = a und c=^ b gesetzt 
?.=^sin£, 
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(4.) p = ^;9' = ^* + y' + ^' = *' + «'c»s r. 

Mit Hülfe dieser Werthe findet man für den grössten und kleinsten 
Krümmungs-Halbinesser der Normalschnitte im Punkte C die einfachen 
Ausdrücke 

(5.) Qi = — cos ^ ;= an cos ^; ^^ == -r-cos^^ = awcosC'. 

Es wird dann ferner: 

Mit diesen Werthen geht N. 9 in §. 180, wenn man q gleich dem 
grössten Krümmungs-Halbmesser Q^ setzt, in 

über. Liegt der Punkt in der Ebene der xz, so ist ^ = 0, also 
o;' = cos« = 0, folglich steht die Tangente des Normalschnitts, welcher 
die schwächste Krümmung hat, auf der Ebene der x!& senkrecht, und 
die stärkste Krümmung fällt also immer in den Meridian; denn da 
die Erde eine Umdrehungsfläche ist, so sind die Krümmungen in allen 
Parallelkreisen gleich. 

Um den Krümmungs-Halbmesser eines Normalschuitts zu bestim- 
men, welcher mit dem Meridiane das Azimuth a bildet, hat man nun 
die Werthe von Q^ und q^ aus (5.) in N. 11 des §. 180 einzusetzen 
und erhält dann die Grösse dieses Krümmungs-Halbmessers durch die 
Formel: 

/A X an cosK^ 

iP'J Q = 1 : sT^TT- 

'^ 1— smasm^ 

In §. 179 war angenommen worden, dass, wenn die Breite rj den 
Werth ß annimmt, sich dann ^in y verwandelt; führt man auch hier 
diese Bezeichnung ein, so erlangen vermöge N. 8 und N. 12 in §. 179 
die Grössen ho und hx^^ die folgenden Bedeutungen: 



Wenn auch die Zwecke dieses Buches ebensowenig als der Raum 
uns gestatten, eine vollständige numerische Rechnung durchzuführen, 
so wollen wir doch wenigstens an einem Beispiele nachweisen, wie 
die Kenntniss der Grösse des Krümmungs-Halbmessers des Normal- 
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Schnitts, welcher im Anfangspunkte der geodätischen Linie mit dieser 
eine gemeinschaftliche Tangente hat, für die Ausführung einer geodä- 
tischen Rechnung von Wichtigkeit ist. In seinen „Untersuchungen 
über Gegenstände der höheren Geodäsie^ behandelt Gauss pag. 33 
der zweiten Abhandlung das Beispiel, aus der Breite des Brockens 
= 51"48'1",9294, dem Azimuth a = 5M2'21", 7699 und der be- 
kannten Länge der geodätischen Linie s = 54374,20 Toisen, die Breite 
fj des Inselbergs, sein Azimuth | und die Längendifferenz tp zu be- 
rechnen. Die Rechnung ergab: 

jy = 50'*51'8",9444 
^= 5"35'21",1815 
V/ = 0^8' 58", 7002. 

Jacobi, welcher a. a. 0. seine Formeln an demselben Beispiele prüfen 
Hess, erhielt fUr ij einen Werth, der in der vierten Decimalstelle der 
Secunden um sieben Einheiten kleiner ist, während der Werth von ^ 
genau übereinstimmt und der Wertli von tp nur um eine Einheit in 
der letzten Stelle abweicht. Allen diesen Rechnungen hegen die Dimen- 
sionen des Erdkörpers zu Grunde, so wie sie Bessel in Schumacher's 
Astronomischen Nachrichten N. 438 bestimmt hat. Nach ihm ist, wenn 
die Toise du P^rou bei 13^/1 als Einheit angenommen wird, 

loga = 6,5148235337 
log» = 6,5133693539. 

Berechnet man nach diesen Angaben durch die Formel N. 6: 

awcosy' 

^ 1 — smcrsmy 

in welcher n = a :b und tgy = ^n^— lcos/9 gesetzt worden war, 
den Krümmungs-Halbmesser q des Normalschnitts, welcher mit der 
geodStischan Linie dieselbe Tangente hat, so findet man 

logß = 6,5146179. 

Nach der Angabe von Gauss ist aber 

log« = 4,7353929 

und auf einer Kugel vom Radius q würde der Bogen eines grössten 
Kreises von der Länge 8 einem Centriwinkel von 57'9",2575 = c ent- 
sprechen. Construirt man nun ein sphärisches Dreieck aus den Seiten 

cund— — /9 und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel n—a, so 
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findet man die Winkel tp' und §', welche diesen Seiten gegenüber- 
liegen, sowie das Complement rf der dritten Seile von der Grösse 

|' = 5*^35'20",271 
tpf = 0'9'0",151, 
so dass folgende Differenzen bleiben: 

Hat man sieb also die Kenntniss des erwähnten sphärischen Dreiecks 
verschafft, so besitzt man bereits sehr angenäherte Werthe der drei 
Grössen jy, J, xp^ welche gesucht werden sollten und die ganze übrige 
Rechnung besteht nur in einer geschickten Benutzung der bisher ent- 
wickelten Formeln zu wirksamen Näherungsmethoden. 

§. 182. 

Wenn die Aufgabe gelöst werden soll, die kürzeste Entfernung 
zweier Punkte auf der Erdoberfläche zu finden, deren geographische 
Länge und Breite gegeben ist, so niuss zunächst der Werth der Con- 
stante c aus der Gleichung (5.) in §. 178 berechnet werden. Führt 
man dort zunächst statt v und ir die Grössen r und c aus N. 1 und 
N. 3 ein, so erhält man 



(1.) 




. er 
tra 



Q-i%-^) 



Die Substitutionen 

(2,) ,=/£rr7:;i=^'-i;«=^; 

' r c n 

verwandeln diese Gleichung in 

Wenn, wie die Figur in §. 175 andeutet, r grösser ist als der Anfangs- 
werth r^ und 

gesetzt wird, so ist q^ grösser als ^, und dann ergiebt sieb aus (3.) 



(6.) 
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-/Ä-/-rT7' 



wenn man von yi ^ Q bh tf> ^ ip und von 9 = 9, bis p = 9 integrirt. 
Die Constante l nimmt vermöge der Formeln (5.) und (5') In S- 1'9 
die Gestalt an: 

und ein erster angenäherter Werth derselben ergiebt sich aus (5.), 
wenn man g = setzt. Der noch bleibende Fehler d lässt sich auf 
die Weise ermitteln, dass man 

setzt, wenn /i die erste Annäherung bedeutet, und bei den Entwick- 
lungen nach Potenzen von d nur die erste Potenz beibehält. Man 
ßndet dann 

Wird nun 
(ß-) Q = -^fi sin <p; p, = V/Tsiny,, 

gesetzt, so nehmen diese beiden Integrale die Gestalt an: 

(9.) /dy/i, '~ ^i L f-%\lx ilZ 

' J ^C' l-|-^sin9>" ""** 2^ycos<;p''' l+^sinq)' 

Für das Erdsphäroid ist e so klein, dass die dritte Potenz vernach- 
lässigt werden kann. Entwickelt man dann irn ersten Integrale die 
Wurzelzeichen nach Potenzen von e und setzt 

so erhält man 

dq) 



fr. 



'l+^sin^)' (1 + ^) 

/' d<f> _ 2-|-y IX . 

J (i+psii.y'7 - - äö+rt»" " 4(1 +^)!""''»- 

Wenn man jetzt aus der Gleichung (7.) den Fehler i berechnen will, 
BO braucht offenbar von der Entwicklung des zweiten Integrals nach 



Die geodätische Linie. 365 

Potenzen von e, welches in der Formel für d als Divisor erscheint, 
nur das erste Glied 

2fiJ cosy'"" 2/u^^^^ .^^\ 2f^<^qs(p^cos(p 

beibehalten zu werden, da schon das zweite Glied ziemlich klein ist. 
Man findet also jetzt den Fehler d durch die Formel 
(11.) ^_^ 2^cosyoCos y ; 

sin(qp„-9)) 

Den ersten angenäherten Werth von l erhält man, wie bereits be- 
merkt wurde, aus (5.) durch die Formel 

> = yo-y» 

wenn man ä vernachlässigt und die Substitutionen (8.) anwendet. 
Um aus dieser Gleichung die Grösse ^ zu entwickeln, braucht man 
nur in einen Kreis, dessen Durchmesser gleich 1 ist, ein Dreieck mjt 
den Winkeln qp und ifj zu construiren , . dessen dritter Winkel also 
TT — qpQ ist. Die Seiten, welche den Winkeln <)p, tp^ n — % gegen- 
über liegen, sind dann sin gp, sin i/;, sin qp^, ; es iist daher 

sin 1/;' = sin (p^ -\i sin q>^^ — 2 siii y sin q)^ cos ip, 

folglich, vermöge (8.) 

(12.) ^ g'+g,'-2gg,cosV> 

. sinip 



wenn 



'O '. . . 



Nach N. 6 ist also der erste angenäherte Werth des Azimuths 
a der kürzesten Linie in dem Punkte, dessen geographische Breite ß 
ist, durch die Formel gegeben '. 

(13.) 3ina-^i+^'^^r . • 

Hätte man auf andere Vfeise sich eine Keiinlniss dieses Azimuths ver- 
schafft, so könnte diese Formel auch dazu dienen, die Constante ju 
zu berechnen^ 

Ist die Grösse des Azimuths a, also der Constante k oder c 
erniittelt, so läss: sich durch die Formel (8.) in §. 179 die Constante 
ho berechnen, also der Worth des Moduls k oder der Grösse q an- 
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, um aus der Gleichung (9.) in S- 179 die 
inie durch die Formel (14.) berechnen zu 



S- 183. 
den Werth der Constante l aus der 






V< 9< 0«' ^ gegebene Grossen sind, ist die 
le Grösse ist, von der X ebenfalls abhängt, 
Grösse eine Beihe von folgender Form an: 

I» fi,a,ß,j', zu bestimmen sind. Man 



•+"•■+•-?■)"<' -rr?)'' 

Eitutionen 

sin 9) und q^ =^fismg>^, 

t. 



:fi-,+...rri f ,). 

osa" / ^ l+Msinai / 



ficostfi / V 1+jusiny'- 

Wurzeln nach Potenzen von e und setzt der 
1 -\- fi6in (p' = M, 

\fi*cosg>* 2/(C08y'/* "'A' 2Jlf'''8J»' "7 



4^ 2c 1 \ 

ftcostp' /tMcosfp' M''' ™ 



Die geodätische Linie. 367 

Setzt man nun die Coefficienten der Potenzen von s sämmtlich 
gleich Null, so erhält man die Gleichungen: 
(2.) 9,^-~(p==V^, 

(3-) /(— ^+i)'*v=o. 

(4.) /j>L_^__M.,+ 2^+^J rf^ = o. 
J (^ cosy* /ticosqp /uiüfcosqp iW^J ^ 



aus denen die Coefficienten /u, «,/?,-• in der Entwickelung (1.) 
von >l geftmden werden können. 

Nachdem aus (2.) der Coefficient ft auf die in §. 182 angegebene 
Weise gefunden worden ist, ergieht sich aus (3) der Coefficient a in 
der Gestalt 

^^ i^(x~yo)sinxsinXo 

(l+^)sin(x— Xo)' 
wenn die Substitutionen (10.) in §. t82 benutzt werden. 

Aus (4.) findet man dann ß ebenfalls durch einen Ausdruck in 
endlicher Form, der aber schon etwas zusammengesetzt erscheint. Die 
Coefficieuteni der höheren Potenzen von e würden aber eine ziemlich 
verwickelte Gestalt annehmen. 

8. 184. 

Da in den Anwendungen sehr häufig der Werth von Constanten 
bestimmt werdeii muss, die unter dem Integralzeichen vorkommen und 
die bekannten Lehrbücher diesen Punkt nur selten berühren, so will 
ich noch eine Behandlungsweise dieser Aufgabe, welche von Jacobi 
herrührt, hier mittheilen. Es war die Aufgabe vorgelegt, aus der 
, Gleichung 

(1 — nx)dx t 



(l.) ? = «/^ 

in welcher n den Werth 0,000294 hatte, die Constante a zu bestimmen. 
Für bx = y und ab =^n wird 

a 

(2) - = /' 0—%)% 

2 JVl-y\l-byy 
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Setzt man 
(3.) y-by'=.z. 

und entwickelt y nach Potenzen von b, so erhält man 

und 

(1 -6y)rfy = (l+6Ä + 36"»*)dÄ, 
also 

Vertauscht man nun noch z mit cosg) und nimmt an, dass sich 
g> in a verwandelt, wenn y in a übergeht, so erhält man statt (2.) 
die Gleichung 

(4.) |7i:= /(l +6cosg)4 36'cosqp')rfqp = i7r— a + 6(l — sina) 

+ |ft'(|7r-a + isin2a), 

also, wenn mau in der Entwickelung von a bis zur zweiten Potenz 
von b fortgeht: 

a = 6(l-sin«)+f7i:ö' = 6 + (37r-l)6.=^+(|;i~l) ~ 

Es ist aber 

a— fea* = cosa, 
oder 

cos« l—ia* 1 n' A , » /, o\A 

also 

(5.) a=l+w + i«' + 0,l439n^ 

Da n nur mit drei genauen ZiflFern gegeben war, so bat schon 
n' keine Bedeutung mehr und man erhält 

a= 1,000294. 
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Das sphärische Pendel. 

§. 185. 

Die Herleitung der Diflferenzialgleichungen für die Bewegung eines 
Punktes auf der Oberfläche einer Kugel und ihre Integration lasseh 
sich zwar ohne grössere Schwierigkeit nach den gewöhnlichen Methoden 
bewerkstelligen; da wir aber die Kenntniss derselben beim Leser 
voraussetzen und unsere Mittel zu ihrer Integration in mancher Be- 
ziehung Vorzüge vor den üblichen zu besitzen scheinen, so wollen 
wir uns derselben hier bedienen und ihre Zweckmässigkeit an einigen 
elementaren Beispielen erläutern. 

Haben die drei Diflferenzialgleichungen der Bewegung eines Punktes 
die Form 

wo t die Zeit und s irgend eine der Coordinaten x, y, z bedeutet, 
während P und Q Functionen dieser Grössen sind, so lässt sich zu- 
nächst, wenn s und t als Functionen einer anderen Grösse q> be- 

trachtet werden, -7-5 in folgender Weise ausdrücken: 

d'* d /ds\ d/$f\ 1 /ä'V s" s't'f 



d^8_ d fd$\_ d (s*\_ 1 /g^Y _ s" 



wenn die Ableitungen nach cp durch Accente bezeichnet werden. Die 

d^s 
Gleichung (1.) nimmt durch Substitution dieses Ausdrucks für -rs 

dt 
die Gestalt an: 

(2.) *" ^j!^^sPf' + Qe = 0. 

Man hat aber offenbar folgende identische Gleichung: 

(3.) ^' + 2^»'+,(!f:'+0-^^^^^^^±^ = 0, 

wenn u als eine Function von q> betrachtet wird. 

Die Vergleichung dieser beiden Ausdrücke liefert unmittelbar 
folgende drei Gleichungen: 

(4.) 1^=.-^ 

Schellbach, elliptische Integrale. 24 



if die scboellsle Weise zur iDtegraÜon 
ihnngen fUhren. 

. 186. 

. Beispiel den allgemeineren Fall der 
ia festes Atom A ein bewegliches B 
iiae beliebige Function der Entfernung 
und in einzelnen Fällen zugleicb auch 
nn, welchen der ßadius vector r mit 
et. Liegt A im Anfangspunkte der 
des Punktes B, und bildet die Gerade 
Winkel 9), so sind die Bewegungs- 
nntlich 

r 

y-R=(,. 



und yu = smq> 

d auch (yu)" -[- y« = 
i5 wird von selbst befriedigt, wenn 
lie Function Q gleich Null ist, wie 
N. 1 in $. 185 mit den hier auf- 
srgiebt. Die dort mit P bezeichnete 

uR ersetzt, so dass nur noch die 



«' ' 
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(5.) f*" + l« = f*'Ät" 

zu integriren übrig bleiben. 

Das Integral von (4.) ist aber, wenn man die Integrationscon- 
stante mit l(a) bezeichnet und von den Logarithmen zu den Zahlen 
übergeht, 

(6.) «'=iL. 

U 

Mit Hülfe dieses Werthes von t verwandelt sich (5.) in die 
Gleichung 

(7.) ^,, + „^«'* 

deren Integral 

(8.) «" -f u' = 2a* f-, du + c 

J u 

ist und als Gleichung zwischen u und (p die Bahn des Punktes B 
darstellt. 

Im einfachsten Falle der Planetenbewegung ist fi = am', wobei 
k eine Constante ist. Man erhält aus (8.) bei dieser Annahme 

eine Gleichung, die sich durch bekannte Methoden integriren lässt. 
Wäre aber die Kraft, mit welcher Ä auf B einwirkt, der vierten Potenz 
der Entfernung umgekehrt proportional, also Ä = Att*, so würde die 
Differenzialgleichung der Bahncurve 

dq)= + , 

und ihre Integration erforderte die Kenntniss der Theorie der ellipti- 
schen Functionen. 

Es ist nicht unsere Absicht, auf die Resultate der Integration 
dieser Gleichungen näher einzugehen; wir bemerken nur noch, dass 
sich (7.) auch integriren lässt, wenn R die allgemeinere Form hat : 

(9.) o'Ä = wM + M'a>, 

wo A eine Constante und eine Function des Winkels q) bedeutet. 
Man erhält dann aus (7.) die lineare Gleichung 

(10.) u'^+(l-Ä)u=0, 

deren Integral für 1— il = a' die Form hat: 

24* 
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' 0cosaipd<p—costt<p/ 0smag>d^-\-ßeo8(y-^agi) , 

ie Integi'ationsconstanten sind. Für ein Jmagi- 
Integral bekanntlich eine andere Form an. 
D bloss in eine Constante B, ist also 

a'H = u'A + u'B, 
•) 
^ = Ä + /?COS(j'+cqp). 

in Falle, wenn vi = 0, also a = 1, und 
o'Ä = tt'B, 



^^ = B + ßeosiy + (p). 

dann ein Kegelschnitt, dessen Brennpunkt 
unkt bildet, 
ih norh an, tiS sei 

a'Ä = Au' -j- -, 
u 

ifferenzialgleiclinng 

„V' + (l-.l)iJ* = B, 
IS Integral giebt 

= /?+ y^S* — fia'cos2(/+ay} , 

stanten j? und /. FUr ein imaginäres a nimmt 
ie andere Gestalt an. 

a=l, geht die Bahncurve (17.), w«in B 
ipse über, deren Mittelpunkt der anziehende 
man erhält dann aus (17.) die Gleichung 

-.ß + ^f—Bcos2iy + g,), 

y + <p) = iund rsin {y -{- (f) = ^ setzt, 

Mittel, die Differenzialgieicbungen (1.) und (2.) 
offenbar weit leichter, der Function R eine 
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allgemeinere Bedeutung unterzulegen, als dies bei den gewöhnlich 
angewandten Methoden der Integration geschehen konnte. 

§. 187. 

Ganz auf dieselbe Weise las- 
sen sich nun auch die Diflferen- 
zialgleichungen integriren^ durch 
welche die Bewegung eines Punk- 
tes auf der Oberfläche einer Kugel 
ausgedrückt wird. In der Figur 
stellen OX, OY, OZ drei auf 
einander senkrechte Radien der 
Kugel vor, auf welcher der be- 
wegliche Punkt C durch den 
Widerstand N ihrer Oberfläche 
zu bleiben gezwungen ist. Die drei erwähnten Radien fallen in die 
Richtung der Coordinatenaxen, so dass OA = x^ AB = y, BC= » die 
Coordinaten des Punktes C darstellen. Der Radius OZ sei der Rich- 
tung der Schwere CG =:G parallel und drücke zugleich die Längen- 
einheit aus. Der Widerstand CD == N der Kugeloberfläche ist in der 
Richtung von C nach dem Mittelpunkte hin^ als wirksam zu denken 
und muss in die beiden auf einander senkrechten Componenten CE 
und CF zerlegt werden, von denen CF wieder in die beiden den 
Axen der x und y parallelen Componenten CH und CK zerfällt. 
Büdet nun die Ebene MCZ mit der Ebene der xz den Winkel y, 
und die Richtung CO mit OZ den Winkel tp^ so ist 
(1) X = sintpcosq}; y == sint/^sinqp; » = cos-^. 

CE = Ncosyj; CF= Nsintp; CH == j[Vsini/;cosqp; CK = iV5ini//sinqp, 

und die Differenzialgleichungen der Bewegung für den Punkt C sind 
daher 

(2.) 



^'| + iVa: = 0;g + iVy=0;5 + iV.-G = 0. 



dt 



1 



Setzen wir nun sin yj = —^ so lassen sich die Gleichungen (1.) 

auch so darstellen: 

(3.) XU = cosqp; yu = sin<jp; zu = coti^. 

Ersetzt man in der N. 3 des §. 185 nacheinander s durch x, y, «, 
so erhält man, da (jcu)" + a?tt = und (yw)" -f- yw = ist, die drei 
identischen Gleichungen 



dv 
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Die Gleichungen (2.) lassen sich aber nach N. 2 in $. 185 so 
darstellen: 

Vergleicht man nun die letzten drei Gleichnngen mit den drei voran- 
gehenden, so ergeben sich unmittelbar die folgenden drei Gleichungen : 

(5.) - + l=Nt'\ 

u 

U 

Es war offenbar nicht erforderlich, die obigen zwei Gruppen von 
Gleichungen noch besonders niederzuschreiben, aber wir haben der 
grösseren Deutlichkeit wegen die etwas grössere Weitläufigkeit nicht 
umgehen wollen, wenn auch die letzten drei Gleichungen sich ohne 
Weiteres aus den Gleichungen (4.), (5.), (6.) in %. 185 bilden Hessen. 

Das Integral der Gleichung (4.) ist, wie bereits bemerkt, 

(7.) f^i 

und wenn dieser Werth von f' in (6.) eingesetzt und r statt zu ge- 
schrieben wird, so erhält man die Gleichung 

„ , GA' 

1 
Es ist nun u = -: — und zu = cott// = r, 

smi// ^ 

also m' = ^r—-% = 1 + cott/;' = 1 + r', 

smt/; ^ 
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daher ist r" 4 ^ = /T-; — SnT' 

Multiplicirt man diese Gleichung mit 2r' und integrirt, so er- 
hält man 

(8-) '^'+'''=^.+*-*' 

wenn B-— 1 die Inlegrationsconstante bedeutet. Setzt man hier für 
r seinen Werth, so ergiebt sich auf der Stelle 

(9.) dfl) = + ; ^-- 

^ ^ ^ ""sin !//}/(£+ 26?il'cost/;)sin^'-l 

und aus (7.) 

(10.) äi^^ = + -^= ^^^"^^^ 

^ ^ . ^ ""}/(Ä + 2e4'cost/;)sin^'— 1 

Aus dem Integrale dieser Gleichung lässt sich also der Winkel ip 
durch die Zeit t erhalten, und da das Integral von (9.) auch (p als 
Function von t^ bestimmt, so sind die Goordinaten o?, y, » des be- 
wegten Punktes C als Functionen der Zeit ausdrückbar und ein 
wesentlicher Theil unserer Aufgabe erscheint jetzt als gelöst. 

Führt man statt des Winkels yj die Ordinate a=^cosi// ein, so 
lassen sich die Dififerenziale dt und dg> auch so ausdrücken : 

' Ad:i 

^^^•^ * = ±y(B+2e4'«)(i-Ä')-i 

dz 
(12.) dq>:=± (1~z')^(b+2G4'«)(i37)'3T- 

8. 188. 

So leicht und schnell auch die benutzte Integrationsmethode zum 

Ziele geführt hat, so dajrf man doch niemals bei der Behandlung dieser 

und ähnlicher Probleme versäumen, die Bewegungsgleichungen auch 

in folgender Form aufzustellen. Man betrachte nämlich alle Grössen 

als Functionen des Bogens s der Curve, welche der bewegliche Punkt 

durchläuft, und drücke die Ableitungen nach s durch Accente aus; 

ds 1 
dann erhält man, da die Geschwindigkeit 1? = —=--- ist, 
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igsglejctiungen (2.) in S- 1S7 nehmen daher folgende 

»" V* + »'op' + aJV — G = 0, 
Bser Bezeichnung noch die Gleichungen Statt finden: 
hy' + *'= *t "'so arx' + yy' + m' = 0, 
/' + s''= 1, also irfaf + y't/'-i'»'»" = 0, 
loch die zweite Gleichung unter N. 4 differenzirl, 

ii^'+yy''+«" = — 1- 

jeut j/ (1) + y' (2) + b' (3), so erhält man, mit Rück- 
ichungen (4.) und (5.) 
w' = Gz' 

edv = ffds, 

»' = 2Gs 4- c. 
E c zu bestimmen, sei * = ^ fUr e = w, dann wird 

»• = w' + 2G(s-a- 
jr a;(l.) + y (2.) + ä(3.), so erhält. man vermöge 

Ä = ©• + Gs 
man (7.) benutzt, 

JV=(j'4-G{3z-2e). 
•Ucke für die Geschwindigkeit » des Punktes C in 
fllr den Widersland JV, den die Oberfläche der Kugel 
issen sich zwar aus den Gleichungen des §. 187 auch 
dern dann aber zu ihrer Darstellung weit umständ- 

$. 189. 
lun zunächst die Constanten A und B in den Gleichutt- 
.) des §. 1S7 bestimmt werden. Bedeuten in der 
AC = y, Cc = z die Coordinaten des schwingenden 
cdh die Curve, welche er auf der KugelflScbe durch- 
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läuft, so wie GCDH ihre Pro- 
jectioü auf die £bene der ony; 
sind ferner ZcK und ZdJ zwei 
Meridiane durch zwei nächste 
Punkte c und d der Bahn und 
haben q> und tp dieselbe Be- 
deutung wie in der ersten Figur, 
so muss der Bogen KJ als dq> 
betrachtet werden. Sind nun 
ce und df Bogen kleiner Kreise, 
welche dem horizontalen Kreise 
XKY parallel laufen, so erscheinen cf und de als dtp. Ist ferner v die 
Geschwindigkeit des Punktes c, so ist cd = vdty der in der Zeit dt 
durchlaufene Weg und wenn das Azimuth fcd der Bahnlinie mit % 
bezeichnet wird, so ist cc = CE = OCdq> = sintpdq) oder, da das 
Dreieck ced bei e rechtwinklig ist, ce = vdtsinX' Es ist also 




(1.) 



. ,dq> 
sinip-^ = Dsmx 



dtp 
smtpdq> 



und ferner 

(2.) f)dtcosx==^ dtp. 

Aus dem Producte dieser Gleichungen folgt noch 
(3.) 

Nach N. 7 des %. 187 war aber 

Ist nun, zur Zeit f = das Azimuth % des Pendels gleich a und 
die Elevation tp = /?, so wie vorher © = w, so wird 

\ 
(4.) "I ~ '^ ^^^ " ^^'^ ß^ 

womit also der Werth der Constante Ä geftmden ist. 

Um nun auch B zu erhalten, schreiben wir die Gleichung (9.) 
in 8« 187 in folgender Weise: 

^j^^^ = (ß4-2e^'cosV/)sinV;'- 1 = cotjr'. 
Hieraus folgt: 
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2GA'cosyi. 



Zur Zeit ( = ist also 

(5.) B= ; - - ^ r-: — r-r-T i = -j-^ — i-^-si=A*(o>-2Gcoaß). 

siD« sin^' w sina sinp to smo sin^ 

Es ist aber cos/9 der Wertta von der Ordinate z im Anfang 
der Bewegung. Wird dieser Werth, wie bereits vorher geschab, mit 
Z bezeichnet und zur Abkürzung noch 
(6.) (.»' = 2G(7 + e) 

gesetzt, wo y -l- ^ <li^ ^'f Geschwindigkeit w gebtirige Fallböhe be- 
zeichnet, so wird DBcb (7.) in %. 1S8 
(7.) »•=2G(i? + *) 

und 

^, = W(l + Cl{t-C)ii<"''; B = 2GilÄ'. 

Durch Einführung dieser Werthe verwandeln sich die Gleichungen 
(11.) und (12.) in S- 187 in 

<is 

(8.) 



-^y2gi/(i,+.)(i- .-)-(.,+0(i- r)sin.- 

(9) ^- I sl.<.V(7+D(l-nd» 

f -(l-.')y(, + 5)(l-,')_(, + ö(l-r)sino- 
Vermöge der Formel (3'.) und (4.) findet auch noch die Relation Statt: 
p ^ siRc sin;? ^^^^ sin^^sin^ / ^-^cosjg 
w sin^sini;) sina sin«;» T ^ _|_ costi;' 

durch welche der Winkel x bestimmt ist, welchen die Bahn des Pen- 
dels mit dem Meridian bildet 

S. 190. 
Die Untersuchung des Ausdruckes unter der Wurzel, den wir durch 

Ä = (,-t-»)(!-V}-(i? + 0{l-Osi<ia' 

= -2^j*''{l -a')~w'0 -Osina'l = 2g(o*sini/''-w'siQ^'sino') 

bezeichnen wollen, giebt nun schon Äurschluss Über wesentliche 
Punkte der Bewegung des Pendels. Der Fall, in welchem das Azimuth 
o = ist, braucht nicht in Betracht gezogen zu werden, denn dann 
wäre der anfängliche Stoss, den der Punkt C erfahren bat, so erfolgt, 
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dass seine der Kugeloberfläche tangentiale Gomponente in die Richtung 
eines Meridians fiele, also das Pendel nur in einem vertikalen Kreise 
schwingen könnte. Schliesst man diesen Fall aus, so kann die 
Geschwindigkeit des Pendels in keinem Punkte seiner 
Bahn zu Null herabsinken, denn für «»' = würde jB negativ, 
also die Wurzel imaginär, da die Ordinate ^ stets kleiner als 1 ist 
und die Anfangsgeschwindigkeit o) nicht Null werden kann, wenn das 
Pendel nicht bloss in einem vertikalen Kreise schwingen soll. Aus 
demselben Grunde kann auch & nicht gleich 1 werden, also das 
Pendel nie den höchsten oder tiefsten Punkt der Kugel 
erreichen. 

Um in dieser Untersuchung weiter vorschreiten zu können, müssen 
zunächst die Wurzeln der Gleichung 

aufgesucht werden. Es ist aber für die Werthe von 

Ä = — oo, -1,^, +1 
das Zeichen von 

also hat die Gleichung Ä == drei reelle Wurzeln, da R drei Zeichen- 
wechsel darbietet. 

Bildet man die Ableitungen 



dR 



= 1 



so überzeugt man sich, dass R für 



und 



d'R 

dz' 



= — 2i; — 6ä, 



einen grössten und für 

einen kleinsten Werth annimmt. 

Die Curve, welche durch die 
Gleichung Ä = F (a) dargestellt wird, 
hat also die in der nebenstehenden 
Figur angedeutete Gestalt, denn wenn 
die positive Abscisse OG = 1 wäre, 
so würde R einen negativen Werth 
GF annehmen, aber für eine positive 

Abscisse OH=i ^tj' + d — ifj ein 
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Maximum HE eireicben, und für eine negative 

zu einem Minimum. JD herabsinken. Die negative Absdsse OK = 1 
gjebt dem R einen negativen Werth KL und erst jenseits in C erhebt 
sich die Curve wieder über die Abscissenaxe. Bezeidinet man also 
die drei Wurzeln der Gleichung mit 

OÄ = a,OB = b,Oc=z — c, 
so ist offenbar a positiv und kleiner als 1, fr liegt zwischen den 
Werthen von OH und OJ, kann also sowohl positiv als negativ sein^ 
hat aber bestimmt einen numerischen Werth, der kleiner als OK sein 
musS; denn diese Wurzel liegt nach dem Obigen zwischen — 1 und ^. 
Die Ordinate ^ kann aber sowohl positiv als negativ sein^ ist aber 
numerisch stets kleiner als 1; daher kann der Zweig DBE sowohl 
rechts als links von in die Abscissenaxe einschneiden. Die dritte 
Wurzel OC = — c ist negativ und ihr numerischer Werth grösser 
als 1. Hiernach zerfällt nun R in das Product folgender drei Factoren: 

Ä = (a — »)(» — 6) (c + »). 
Wäre aber die mittlere Wurzel negativ, so hätte man folgende Zer- 
legung: 

H = (a-a)(a + fc)(c + »). 

Im ersten Falle kann also die Ordinate z nur Werthe annehmen, 
welche zwischen den beiden positiven Grössen a und 6 liegen, da R 
nicht negativ werden darf. Durchschneidet man also die Kugel unter- 
halb des Horizonts in den Entfernungen a und b vom Mittelpunkte 
durch zwei horizontale Ebenen, so liegt die Curve, welche das Pendel 
auf der Kugel beschreibt, ganz innerhalb der Zone, welche diese 
Ebenen abgrenzen. 

Im zweiten Falle, wo b negativ ist, kann sich z von — 6 bis a 
erstrecken. Das Pendel tritt also dann auch in die obere Hemisphäre 
ein und seine Bahn wird ganz von der Zone eingeschlossen, welche 
durch zwei horizontale Ebenen begrenzt wird , die den Entfernungen 
a und b entsprechend, unter und über dem Horizonte liegen. Das 
Pendel wird also unter gewissen Bedingungen immer unter dem Hori> 
zonte verweilen, muss aber stets, auch wenn es Anfangs über dem 
Horizonte lag, unter diese Ebene herabsinken. Wenn im ersten Falle 
a = b wird, so verwandelt sich die Zone, deren Höhe a — 5 war, in 
einen Kreis, der dann auch unaufhörlich vom Pendel durchlaufen wird, 
da 9 nur den constanten Werth a behaupten kann. Dieser Werth 
macht R zu Null, und nach N. 10 in $. 1S7 wird dann auch 
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dtp 
dt 



0, also nach N. 2 in §. 188 t?cosx = 0. 



Da aber u, wie bemerkt wurde, nicht verschwinden kann, so muss 
cos;C = sein, oder das Azimuth der Bahn mit dem Meridian einen 
rechten Winkel bilden. In diesem Falle, wo die Gleichung Ä = zwei 
gleiche Wurzeln hat, muss auch die Gleichung 

dR 



dz 



= 1 — 2iji5 — 3ä' = 



1 



befriedigt werden, also 

rj + z = ^-^ = |sint//tgi^, 

oder, nach N. 7 in §. 189 

©' = G&imjjtgxfß 

sein. Diese Geschwindigkeit, die während der ganzen Bewegung con- 
stant bleibt, muss also der bewegliche Punkt senkrecht gegen den 
Meridian erhalten haben, wenn er unaufhörlich einen kleinen horizon- 
talen Kreis auf der Kugel durchlaufen soll, der aber, weil » positiv 
bleiben muss, stets in der untern Hemisphäre liegen wird, und nur 
bei einer unendlich grossen Anfangsgeschwindigkeit in den Horizont 
selbst fallen kann. 

Die Richtigkeit dieser Formel lasst sich auch durch 
eine einfache Construction nachweisen; denn wenn in 
der nebenstehenden Figur OA die Axe vorstellt, um 
welche sich das Atom C mit der Geschwindigkeit v 
im Kreise drehen soll, dessen Radius ÄC = sin rp ist, 
und es bedeutet CG = G die Beschleunigung der 
Schwere, so muss die Componente FC=Gtg%p der- 
selben die Kraft liefern, welche den Punkt C im 
^ ^ Kreise erhält. Diese Componente muss also der 

Schwungkraft 

**' «*' 




AC sint/; 

gleich sein, wie die Bezeichnung der Figur lehrt. Die Gleichsetzung 
beider Werthe führt daher zu der Formel 

©' = Gigipsintp. 

Wenn das Pendel anfangs in der untern Hemisphäre lag und 
dann sich über den Horizont erheben soll, so muss z negativ werden 
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können, also B (Ur » = noch einen positiven Werüi behalten. Es 
muss also 

i-te+o('-r)»i»"'>o 

sein, oder 

("7 + 00— sina'sin(»*)>;, 
oder vermöge (6.) in S- 188 

WcosS 
1 — sina sin/S 
Sohald also die zur Anfangsgeschwindigkeit gehürige Fallhöhe 
den Wertb 

costf , 5 

' : T-r-^ oder ä— r - i^ ~ ' — 5 

1— sino'sinp cosa +5^smo 

Überschreitet, so steigt das Pendel Über den Horizont empor. 

§. m. 

Fuhrt man jetzt in den Formeln (8.) und (9.) des §. 188 den 
Werth von Ä ein, so erhält man, wenn 

(,, + 0(l-£')sin«' = d' 
gesetzt wird, 

_ _1 dz 

*'■' '~ ~ yS' y(F-»X»-*)(«+«) 

(2.) df = ''•''• 

WO das negative Zeichen vor der Wurzel gewählt worden ist, weil wir 
uns denken wollen, dass im Anfange der Bewegung die Ordinate s 
im Abnehmen begriCTeQ ist. 

Um diese Integrale durch Thetafunctionen auszudrucken, setzen wir 
(3.) a — » — wi/ic* ; s — 6 = ngx" ; c -|- z = rkc*, 

wo m, n, r zu hestimmende Coefßcienten sind. 

Die Summe der ersten dieser Gleichungen mit der zweiten und 
dritten liefert 



Es ist aber 

.go* = ho'fx'-^gx^ und ko':=go'fx'-{-kx', 
so dass man also annehmen kann: 
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a — 6 . m , , 

-t— = ?o ; ■r=Ao ; 
(4.) / " » 

a-\-c . , m j 

r r 

Aus diesen Gleichungen findet man, wenn man die Formel 

benutzt, 

. . nr , mr , nm 

tn n r 

oder 

(5.) m ±= y(a— 6)(a + c); « = l/(a — 6)(6 + c)"; r = y'(i4:^)(6q::^): 

Vermöge der in (3.) gemachten Annahmen ist 
(6.) y(a— »)(» — 6)(c + i5) == y'(a — 6) (a + c) {b + c)fxgxhx, 
und wenn man die erste der Gleichungen (3.) differenzirt, so wird 

— das = 2mfxf'xdx = 2 do^mfxgxhxdxy 
also 

--^ 2^0 ' 

Y(a-»)(i5~6)(c+Ä) ^ |/6+7 **"• 
Nach N. 4 und N. 5 ist aber : 

daher ist diese Gleichung auch: 

^dz 2go' 

Die Gleichung (1.) führt also zu der Formel: 

Nimmt man nun an, dass die Zeit von dem Augenblicke an ge- 
zählt wird, wo » seinen grössten Werth a erreicht, oder das Pendel 
sich am tiefsten unter dem Horizonte befindet, so ist für ^ == auch 
0? = 0, da fx nach der ersten Gleichung unter N. 3 für » ^ a ver- 
schwindet. Das Integral von (7.) wird also: 

(80 ^=^}/rK+^ 
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Es ist aber nach (3.) 

» = o — mf(xy 
und nacb (I.) in f. 23 Kr jedes ganze x: 

/•(») = (-i)Y(i + .»). 

Also nimiDt z wieder denselben Werth an, so oft a; um n wächst, 
oder so oft t um 

zunimmt. 

Der Modul k der elliptischen Integrale wird aus den Formeln (4.) 
gefunden. Sie liefern 

(10.) *-f^' = ^^ = i^EE 

(11.) V = ji, = -T- = i/*±I 

und damit auch die Grfisse q vermdge der Formel (6.) in |. 43. 
Nach der zu Anfang des Paragraphen eingeführten Abkürzung ist 

(,+.)(!-.•)- J' = («-.)(,-6)(c + .), 
also wenn man erst » = 1 und dann s = — I setzt, so wird 
(121 M' = (l-«)(l-»)(c + l), 

U' = (l + o)(l+*)(c-l), 
und hieraus oder aus der Vergleichung der Coefficienten der gleichen 
Potenzen von » ei^ebt sich: 

(12'.) c = V - und ^ = c — a — b. 

Benutzt man nun diese Ausdrücke, um die N. 2 zu transformiren, 
50 erhält man 

Fuhrt man also fUr z den ersten der drei unter ti. 
menen Ausdrücke ein, 

X ^ a — i^i"', 
so nimmt dq> die Gestalt an: 
(13.) dg>=J^ S dx , da> 



y/fc 4- c h-a+ti^x' 1+a — m/Jc* 
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Nach N. 1 und N. 13 in §. 130 hat man aber die Formeln 





X 



ü 

Mit Hülfe dieser Formeln lässt sich nun (13.) integriren; denn 
bestimmt man zunächst eine Grösse A durch die Gleichung 



ß^ = - "^ 



so erhält man 



^ ^ ' r ' 1— a r r 1 —a 

,,„ ,, 2-, 9 m, m a — b ml — ft 

hl =^ho^ — go ß^ = h :s = — • i , 

^ ' n ^ \ — a n «1— a' 

also: 

(16.) rr=-r^; 9^'=-\^; Är=^.i=*, 

und aus diesen Gleichungen folgt 

gkhk ___ d 

'W ^ «(1 — a)V6+c' 

so dass das erste der Differenziale in N. 13 durch diese Substitution in 

iOo^glhl dx 



ß 1-ß'fx' 

übergeht- 

Bestimmt man ferner eine zweite Grösse ^ durch die Gleichung 

gf^ _ m 

so erhält man auf dieselbe Weise wie N. 16 gefunden wurde: 

(17.) /l„=-_.j-^;^^' = _^; V = ~ j^. 

und hieraus, wenn man die beiden Formeln >(12.) beachtet, 

ff^h^ id iä 

m "" (1 +6) }/a+^ "" (1 + a))/6+^* 

Sctiellbach, elliptUcbo Integrale. 25 
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Hiernach verwandelt sieb das zweite Differenzial unter N. 13 in 

•^'' -^- gVfx'-hV 

^; und das Integral der Di£ferenzialgleichung (13.) nimmt vermöge (14.) 

und (15.) die Gestalt an: 

(18.) ^=ism+p^,]+ii\i'^^ + i^$, 

wilbrend il und fi durch die Gleichungen gefunden werden müssen: 

t (^fi\ M -l/ i-ft~ _ l+2gcos2X+2g«cosa + 

f '■ '' r {l-a)kf ~ l-2qcos2l-\-2q*cosi}L- 

I (20.) A^= t/Ü^ = ; + 2,cos2^ + 2g;cos4^+ 

|- \ / r- pr i_^i, 1— 2gcos2/u + 29*cos4^ — 

1^ und x^ sowie der Modul der Thetafunetionen durch die Formeln ge- 

{ geben sind: 

^ ^ . nt 

^ Zur Berechnung von ;s ist von den Formeln unter N. 3 die letzte 

J am bequemsten: 

f . . /^ l +2gcos2a; + 2g*cos4a; 4-, .V 

(21 .) as = - c -f y(a + c)(6 + c)<^i_2(/cos2a: + 29*cos4a:-../ ' 

Die Formeln (16.) und (17.) zeigen, dass die Grössen A und /i 
%i imaginär sind, und zwar die Gestalt annehmen müssen: 

\ x X = tti und u = «?t; 

**. ■ ' 

t aber es ist vortheilhaft, ihre imaginären Werlhe erst dann in die For- 

meln einzuführen, wenn man der Grössen u und fr zur Ausführung 
der Rechnung bedarf. 

§. 192. 

Nachdem man die Wurzeln a, fc, c der Gleichung Ä = ge- 
funden und aus dem Werlhe von ä in N. 10 die Grösse q nach 
der Vorschrift N. 6 in §. 43 berechnet hat, kann die Grösse der 
Ordinate a, oder, was dasselbe ist, der Winkel \p aus N. 22 sehr 
leicht ermittelt werden, da man x durch die Zeit t nach N. 8 aus- 
drücken kann. Um aber den Winkel qt angeben zu können, bedarf 
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man der Grössen l und /w, welche aus N. 19 und N. 20 gefunden 
werden miissen. 

Wenn man die Ungleichheiten 

auflöst, so überzeugt man sich bald,^ dass H und hfi grösser als 1 
sind, sobald 

14.J--a-^6>0 und 1 + -^ + a + 6 > 
^ ab ' ab ' 

oder auch 

(c- ab) (-1. + i-) > und (c + afr)(-l + 1) > 0. 

Da aber c>> 1 ist, so fallen beide Bedingungen in die eine zusammen': 

1 1 
a o 

Also nur wenn b positiv ist, sind hl und hfi beide grösser als 
1, im entgegengesetzten Falle aber sind sie beide kleiner als 1, da 
der numerische Werth von b kleiner als der von a ist. Auf dieselbe 
Weise überzeugt man sich auch, dass hl stets grösser als hgi ist. Um 
aus (19.) cos2A auf eine bequeme Weise berechnen zu können, suchen 
wir aus der Gleichung 



einen Winkel y, welcher kleiner als ^tt sein wird. Vernachlässigt 
man 9" und die höheren Potenzen von g, so erhält man aus (19.), 
wenn ganz so wie in §. 44 verfahren wird. 

Setzt man dann 

2cos2A = y, 

wo also y grösser als 2 ist, so ergeben sich folgende Gleichungen: 

2co$l = fy+2 2sinA = i|/y— 2 

. . ,2cos2l = y 2sin2Ä = i}^y' — 4 

2cos3Ä = (y— l)}/y+2 2sin3Ä = i(y + l)}/j^=¥ 

2cos4A=y' — 2 2sin4A = fyyy' — 4 

25 * 
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2cos5A = (y»— y— 1) {y+2 2sin5A = t(y'4-y — l))^y^ 
2cos6A = y'— 3y 2sm6i = t(y'— l)|^p^^ 



Aus (2.) erhält man dann zur Bestimmung von y die Gleichung: 

Hat man aus derselben durch die Formel 

den ersten Näherungswerth y^ von y entoommen, uod setzt ihn dann 
wieder in die rechte Seite derselben Gleichung ein, in welcher man 
jetzt die Grössen q* und 9^ beibehält, so findet man einen genaueren 
Werth y, von y. In den meisten Fällen wird diese zweite Operation 
die Grösse y schon so genau liefern, als siebenstellige Logarithmen 
gestatten. Im entgegengesetzten Falle muss dieselbe Operation wieder- 
holt werden. Wenn man statt y einen Winkel / in N. 4 einfuhrt, 
welcher durch die Gleichung 

gefunden worden ist, und grösser als y sein wird, wenn man femer 

(6.) y = 2cos2^ 

setzt, und in N. 4 ^y' statt y schreibt, so dient diese Formel dann 
auch zur Berechnung von y'. Benutzt man dann die Reihen (3.), 
(4.), (5.), (6.) in §. 16 für die Entwickelung der Thetafunctionen, 
und führt die Bezeichnungen ein: 

(T) i^(„)-J^if+2 l-3g'(y-l) + 5g«(y'-y-l)-... 



y 



(8.) tgy(y,^)^ V'y'— l(gsin2;r — g*ysin4a! + g'(y' — 2)sin6a;— ...). 

1 —qycos2x-\-q\y*—2)cosix— qXy^—Sy) cos6a; + 

so lässt sich cp in folgender Weise darstellen: 

(9.) q>=a>[L(y) + L(-y')\+N(y,x) + N(-y',x). 

Die ganze Arbeit, welche erforderlich ist, um zu diesem Ausdrucke 
zu gelangen, besteht bloss darin, die imaginären Theile der Thetafunc- 
tionen von den reellen, mit Hülfe der bekannten Exponenlialausdrücke 
gehörig zu sondern. 
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Würde man zu den Reihen im Zähler und Nenner der Ausdrücke 
unter N. 7 und N. 8 nur noch ein Glied hinzufügen , so wären nur 
Glieder vernachlässigt, welche im ersten q^^ und im zweiten q^^ und 
die höheren Potenzen von q enthielten. Es würden dann diese For- 
meln für eine numerische Rechnung noch brauchbar sein, selbst wenn 
der Modul k sehr nahe an 1 liegen sollte, obgleich man sich aller- 
dings in diesen extremen Fällen lieber der Reihen bedient, welche 
nach Potenzen von g' fortschreiten und aus den Formeln (3.) bis 
(6.) in §. 20 entnommen werden müssen, welche sich auch, da 
qf =z e"^' ist, in folgender Weise darstellen lassen : 



f p —CO* 
/ ü) / «\2 



jf\2 



• f y —0) 

In diesen Formeln kann aus §.51 die Formel N. 7 

benutzt werden. 

Man hat hierbei zu beachten, dass wenn in den Reihen, welche 
nach Potenzen von q fortschreiten, nur noch die Glieder, welche mit 
g' behaftet sind, einen Einfluss auf das Resultat ausüben, 'in den nach 
Potenzen von q' geordneten Reihen nur noch die Glieder, die ^'' ent- 
halten, einen Beitrag liefern, wenn sieben genaue Ziflfern verlangt 
werden. Führt man in den für q> und z gefundenen Ausdrücken (10.) 

Tlt 

und (3.) in §. 191 für a: seinen V/erlh -y= ein, so überzeugt man sich, 
dass q) aus zwei Theilen 

^jL(y)+L(_j,0} und N(y,^) + N(-y',^) 

besteht, von denen der erste stets um die Grösse 
(10.) i7r{L(y) + I,(-y')} = Ö> 
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wädist, SO oft I um ^T zunimmt. Der zweite Theil ist eine periodische 
Function von t, welche für 

« = 0,iT,iT,|r,.. 

yerschwindet und positiv ist, während t von his ^T wächst, dann 
in 's Negative Ohergeht, während i von ^T bis T zunimmt und über- 
haupt dieselheo Schwankungen zeigte sobald i dieselben Intervalle 
durchläuft. Denkt man sich also einen Meridian, in welchem sich 
das Pendel zur Zeit Null, also im tiefsten Punkte seiner Bahn, befin- 
det^ mit der gleichförmigen Geschwindigkeit 

um die Axe der s rotirend, so wird es^ sich erhebend, Anfangs diesem 
Meridiane voreilen, dann seine Geschwindigkeit vermindern^ zur Zeit 
^Tj wo es seinen höchsten Punkt erreicht hat, wieder in ihn eintreten 
und nun sinkend, hinter ihm zurückbleiben^ bis es seine Geschwin- 
digkeit wieder beschleunigt, um endlich, nach Verlauf von T Secunden, 
ihn abermals im tiefsten Punkte seiner Bahn zu erreichen. 

Die höchsten und tiefsten Punkte der Curve, welche das Pendel 
auf der Kugel beschreibt, liegen, wie bereits in §. 191 bemerkt wurde, 
auf zwei kleinen, mit dem Horizonte parallelen Kreisen, und rücken, 
im Sinne seiner Bewegung, auf diesen immer weiter fort. Die Fig. 1 

Fig. 1. Fig. 2. 





stellt die Projection der Bahn des Pendels auf den Horizont dar. Der 
Mittelpunkt der Kugel ist JHf, und die beiden Kreise bedeuten die kleinen 
Kugelkreise, welche das Pendel bei seinen Oscillationen berührt. Das 
Pendel hat seinen Weg vom tiefsten Punkte begonnen, ist bis 1 
aufgestiegen, dann bis 2 gesunken, hat sich wieder bis 3 erhoben und 
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eine vollständige Schwingung vollendet^ wenn es wieder bis 4 eben so 
tief unter den Horizont gefallen ist, als sein Ausgangspunkt unter 
dieser Ebene lag. Es beginnt jetzt von 4 aus eine neue Schwingung. 
Aber dieser tiefste Punkt, so wie der höchste 5, den es zunächst 
erreicht, sind beide gegen die Punkte und 1 im Sinne der Be- 
wegung fortgerückt. Die Richtung dieses Fortschreitens der höchsten 
und tiefsten Ausschlagspunkte 1, 5, 9... und 0, 4, 8... ist in der Figur 
durch Pfeilspitzen angedeutet, und hängt von der Grösse der Winkel 
OJÜfl =lJI!f2=:2itf3 = ... ab, welche vorher mit (Z> bezeichnet wur- 
den. Diese Winkel sind nämlich stets grösser als ^n und sinken , wie 
nachher bewiesen werden soll, nur dann zu diesem Werthe herab, wenn 
das Pendel durch den tiefsten Punkt der Kugel schwingt, also über- 
haupt keine sphärischen Osciliationen mehr macl^t, sondern nur in 
einem grössten Kreise schwingt. Wären diese Winkel kleiner als ^tt, 
so würden die Ausschlagspunkte 1,5,9... und 0, 4, 8 . . . offenbar 
im entgegengesetzten Sinne der Bewegung des Pendels fortschreiten, 
wie dies die Fig. 2 darstellt. Die Figuren nehmen freilich eine ver- 
wickeitere Gestalt an, wenn das Pendel zwischen zwei kleinen Kreisen 
oscilliren sollte, von denen der eine in der unteren, der andere in 
der oberen Hemisphäre läge. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist einleuchtend, dass ein 
spärisches Pendel nicht etwa in der Weise schwingen kann, dass die 
Projection seiner Bahn auf den Horizont eine einzige, einer Ellipse 
ähnliche Curve bildete, sondern sobald das Pendel nicht mehr absolut 
kreisförmige Schwingungen vollführt, so müssen seine höchsten Aus- 
schlagpunkte im Sinne seiner Bewegung fortrücken und die sogenannte 
Drehung der Pendelebene bei dem bekannten Foucault sehen Versuche 
muss also beschleunigt oder verzögert werden, je nach der Richtung 
einer zufälligen seitlichen Anfangsgeschwindigkeit, welche nicht in der 
Ebene liegt, die durch die Verticale und das Pendel bestimmt wird. 

§. 193. 

Um den nicht periodischen Theil von x in der Formel des §.191 
bequem untersuchen zu können und um überhaupt die verschiedenen 
Formen näher kennen zu lernen, welche die Thetafunctionen anzu- 
nehmen vermögen, wollen wir diesen Theil 



ireiX+ivetfi = — 
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einer Transformation unterwerfen. Nimmt man von beiden Seiten der 
Gleichung (2.) in §. 71 die Logarithmen, differenzirt dann nach z und 
setzt a = 0, so entsteht die Formel 

(1.) l'0x+Vdy==l!dix + y) + eioeiofxfyf(x + y). 

Setzt man hier 

a? = A — ivi und y = ft -}- ^tt — {vi, 

80 wird vermöge (2.) und (3.) in §. 22 

eiP= — «c'^+i''QA und öyrrre'^+i^^/ii, 

ö(a: + y) = c'' + 2'(^ + A^)(?(A + ii£), 

also 

l'0x+Pdy-Pe(x + y)=Ve(X + Peif^-^V(l{X + fi). 

Die Formeln (17.), (20.), (18.) und (19.) in §. 23 liefern femer 
die Gleichungen: 

Mit Benutzung dieser Ausdrücke verwandelt man dann (1.) in 
die Formel: 

Mit Hülfe der Additionstheoreme (1.), (2.), (3.) in §. 30 kann 
man jetzt /" (A + ii\ ö' (^ + i^)i ^ (^ + i^) durch die Grössen a, 6, 
c ausdrücken. Bezeichnet man 

so findet sich, wenn man die Formeln (16.) und (17.) in §. 191 
benutzt, 

Man kanri aber der N. 2 auch noch eine andere Gestalt geben. Es 
ist nämlich 

gx gxhx 
also 

Führt man diesen Ausdruck in N. 2 ein und wendet die Formeln 
(3.), so wie (16.) und (17.) in §. 191 an, so erhält man 
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(4.) ,,x+,,,=,,(,+,)+^-y^s||). 

Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich aber auch noch ein- 
facher darstellen. 

Ehe wir indessen diese Vereinfachung vornehmen, wollen wir zu- 
nächst das System unserer Formeln noch weiter vervollständigen. Es 
war bereits oben bemerkt worden, dass l und fi unter der Gestalt 

ui und toi erscheinen. Bestimmen wir nun, ähnlich wie in N. 8 des 
§. 51, durch die Gleichungen: 

(5.) "'i(«.')' = -'«(».'0'=/^=/^pj. 



(6.) "«(».')•=«'«(».'•)• =A|j;=/3^ ■ 



neue Veränderliche m', ^, $' und «?', 17, 7]\ welche mit den früher 
gebrauchten ^ und 7] nicht verwechselt werden dürfen, so können \^ir 
zunächst nach N. 9 in §. 23 die Functionen f (u\ v^\ g (u' v% h {u\ y') 
berechnen. Man findet z. B. 

l-a kf~^^ ~ h(oyyg(u>,v'y ~9iu',v>y^ ' 
also 

Auf diese Weise ergiebt sich folgendes System von Gleichungen: 



(7.) 



und 



kh(w'yy=j(7j\ky 



a + c 
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Setzt man noch 



/^-y^. 



(9.) u' + w^ = s' = (u + w) 

oder auch . nach N. 5 und N. 6 

'^f j?' ai 

1) (J 

so erhält man, vermöge der Additionstheoreme in %. 30 oder in §. 105 

~7 — ^f(^,v*) = ^m& = c V — \—r = .— --= 

gip.i^) ^ rc + 6 i/i4-2a6+6' 

Wenn übrigens diese verschiedenen Veränderlichen und die For- 
meln, welche ihren Zusammenhang angeben, für unser Problem auch 
nicht sämmtlich benutzt werden müssen, so haben wir sie hier doch 
übersichtlich zusammenstellen wollen, um dem Leser ihre Bildungs- 
weise wieder in's Gedächtniss zu rufen und um zugleich die Bedeutung 
der einzelnen Bestandtheile der Formeln kennen zu lernen. 

Mit Hülfe der zweiten Formel unter N. 1 1 nimmt jetzt der Winkel 
<2> nach N. 4 die folgende Gestalt an: 

Nach N. 5 in §.21 ist aber 

also 

diei{si,v) 2s'ds' , dld(s'y) ds' 
ds v^ds ds^ ds 



Beachtet man die Relationen (9.), welche zwischen s und s' Statt 
finden, so ergiebt sich 

d^ 

ds ~ ^ V 



=#. 
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also kann man, nach bekannten Formeln, der N. 12 auch die Ge- 
stalt geben: 

(13.) 0==i^i!d(s^y)+s^+iv'6{oy)et(oy)g(8'y)]/y--i. 

wo in dem letzten Gliede auch noch die Formel (5.) in §. 25 ange- 
wendet werden könnte. 

Es lässt sich jetzt auch durch elliptische Integrale ausdrücken ; 
denn nach N. 6 in §.113 ist, wenn man 

T(i7i:,k) = F und F(i7r,&') = F, 



so wie 
setzt, 

also 



JE(|7r,ik) = E und EQtt, &') = £' 
in Ve {s\ r') = F. E (a', W) - E'. F(a', &')• 



Nun ist 



2P ' li~ F" 2 ~ 
und nacb §.121 

Mit Hülfe dieser Ausdrucke verwandelt man nun (13.) leicht in 
(14.) <D = F.£(ff',Ä')-(F-£)F(a',&')4-Ä'Fcoso'y^-l. 

« 

§. 194. 

Wenn a den Werth 1 annimmt, also das Pendel durch den tief- 
sten Punkt der Kugel schwingt, so wird nach der zweiten Formel in 
N. 11 8. 193 der Winkel a' = i7r, also auch s'^^n und /'^(5',v') = o 
und daher erlangt fiir diesen Fall der Winkel (D den Werth ^tt, wie 
man aus N. 13 ersieht. 

Wenn aber der tiefste Puukt, zu dem das Pendel herabsinkt, sich 
mehr und mehr dem höchsten nähert, den es zu erreichen vermag, 
oder wenn a bis 6 abnimmt, so ist der Winkel O in stetem Wachsen 
begriffen. 

Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur die Ableitung 
von O nach a zu bilden, während man h als constant betrachtet, 
aber v^ als eine Function von a, und «' als Function von y' und a 
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ansielit. Wenn dann -j— einen negativen Werth annimmt, so ist die 

da 

Behauptung bewiesen, denn wird dann wachsen, während/ a abnimmt. 

Die zu diesem Zwecke dienlichen Ableitungen ergeben sich aber 
nicht unmittelbar, sondern erfordern zu ihrer Darstellung einige Anf- 
merksamkeit, und da die hierher gehörigen Formeln oft benutzt wer- 
den müssen^ so wollen wir sie etwas vollständiger mittheilen, als unser 
nächster Zweck erfordert. 

Wenn in der Gleichung 

(1.) j:= ^ M = f ^^ 

die Grösse ^ als eine Function von x und v betrachtet und untersucht 
werden soll, in welchem Verhältnisse die Zuwachse dx und dy stehen 
müssen, damit ^ ungeändert bleibt, so braucht man nur mit Hülfe der 
Formel (1.) in §. 79 durch unmittelbares Differeuziren der Gleichung 

adx 
.) nach V das Verhältniss -r zu suchen. Man ertiält aber das ver- 
dv 

langte Resultat unmittelbar, wenn man in der Differenzialgleichung 

^ dv dx 

das ^ als constant betrachtet, also df^ = annimmt, wodurch sich 

ergiebt, wie aus der am Ende des §. 79 aufgeführten Formel sogleich 
folgt, wenn das dort gebrauchte q> mit dem gleichbedeutenden | ver- 
tauscht wird. 

Die Formel (2.) liefert also die Ableitung von x nach v, wenn 
X als Fuaction von v^ und ^ als constant betrachtet wird. Mit Hülfe 
von (2.) lassen sich jetzt die Ableitungen der Functionen 

Vdxy Pfix; Vetx; VG^ 

nach V sehr leicht angeben. 
Es ist nämlich 

dVdx ___ (dVdx\ dVdx dx^ 
dv \ dv y dx dv^ 

wo die Klammer andeutet, dass die Ableitung nur nach dem unmittelbar 
in der Function ausgedrückten v und nicht auch nach x genommen werden 



1 
/ 
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soll. Vertauscht mao in dieser eingeklammerten Grösse die Ordnung 
des Differenzirens, was auf der linken Seite dieser Gleichung offenbar 
nicht auch geschehen darf, so erhält man nach N. 2 in $. 79, 



^-^o-i'«'"^ 



dv dx N dv 

=z\v^^ex+\vexv^ex—^veixV'dx 

=^\r'ex'-\V*dxPhx. 
Nach (16.) in §. 77 ist aber 

also 

r'öa; = 2Öo'(?o'Äar'/'Äa? 

und daher 

^^~^^iPhx{eo'€io'hx'-P'dx)==-lP'ftoPhx 



oder 



dv ^ hx 



Wenn man in derselben Weise die Formeln des §.77 und §. 79 
gehörig benutzt, so gelangt man bald auch zu den Ableitungen der 
übrigen vorgelegten Functionen, welche hier übersichtlich aufgeführt 
werden sollen: 



(3.) 



^J^^^^o^'of^^-iV'fioVhx 



^ ^ dv ^ gxhx ^ Vfx 

(6.) ^ = Hvte=.^.a.. , 

Während also die Formeln des §. 79 die Ableitungen der Theta- 
functionen und ihrer Combinationen nach v lieferten, wenn x als con- 
stant betrachtet wird, so geben die letzten vier Formeln die Ableitun- 
gen dieser Functionen, wenn x auch als Function von v angesehen 
wird. Zieht man (3.), (4.) und (5.) von (6.) ab, so erhält man leicht 
die Formeln : 
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(7-) 
(8.) 



(«•) d> 
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dtfx 
dv 


= iPfxe'^ 


dPgx 
dv 


— J PgxP'6fi: 


dPhx 


— Phnnfl'lßo 



8. 195. 



Man kann zu den Formeln des vorigen Paragraphen auch auf 
die Weise gelangen^ dass man die Gleichungen 

(2.) inPdx = F.E{i)-E.F(i) 

(§. 113 N. 6) nach v differenzirt, während man | als constant be- 
trachtet. 

Die Formeln, welche sich aus diesen Operationen sehr bald er- 
geben, und sämmtlich oft benutzt werden müssen, wollen wir, mit 
anderen hierher gehörigen bekannten, jetzt zusammenstellen: - 

(3.) F(^) = x^o'; F = ineio' 
(4.) Eii) = -^(Pdx-xP'^o); £=-.^^^ 

P'do 



(5.) F—E = in 



fio 



9 



(^•) ^ = ^(*"^(^)-^(^)+%-| =i^oXxP'^o-P^) 

dF 1 F^ 

dF dE_ ßo'^"o 
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8. 196. 

Nach diesen Vorbereitungen kann man die Ableitung von nach 
a darstellen. Wenn man für diesen Zweck die Formel (14.) in §. 193 

a) = F.E(a',&'4--(F~£)F(a',Ä') + &'Fcos(j'y^---l 

benutzt, so kann (D als eine Function von a' und v betrachtet wer- 
den, während v als Function von a erscheint, aber a' nicht auch von 
Vy sondern nur von a abhängt. Es wird dann 

dO d0d(j' dOdv 
da da' da dv da 

dv da* 

Die Ableitungen -j- und -j- ergeben sich leicht, wenn man die 



Formeln 



' a 



-b , . 6}/l-a' 

und cos<r = 



+ c ]/l+2o6 + 6' 

logarithmisch differenziirt. Man ündet so 

^ '^ da ~ doXa'-b*Xa-{-c) 

und 

da' b 



(2.) . _ , 

da (6 + c)/l-o' 

d0 
Auch der Werth von -r-r ergiebt sich ziemlich leicht als 

d<r 

*- -^ da'~ ab J {a',1^)' 

d0 

Am beschwerlichsten ist die Darstellung von -7 — Man muss da- 
bei die Formeln benutzen: 
/. ^ dF , . ... dF dE , (^o'fü'o dik!F) , , .„ 

(5-) ^^S^ = - i^o*(Fia',e)-Eio>,e)) 

t 

.^. dFla'yK) ,^ ' , ... - 4n./-ri#N .ZI icoscr'sina' 
(6.) -^~ = i«<>'£(<y'.Ä')-i«o*f ((/^fcO-iÖo^-^^^- , 

welche sich bei gehöriger Berücksichtigung der Formeln (11.)» (12.)> 
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(13.) des S. 77 und der hierher gehörigen aus $. 51 und $. 195 leicht 
ergeben. Wenn alle Reductionen ausgeführt worden sind, so erhält 
man endlich 

^ ^ dv "^ a r 1-6' 6 + c 

Hiernach sind also die Producte 

dO da* dO dv 

d& da dv da 

negative Grössen und es ist daher bewiesen, dass' der Winkel (Z> von 
\n an zu wachsen beginnt, sobald a bis h hin abnimmt. 

§. 197. 

Wir wollen zum Schluss noch die Länge des Bogens < berechnen, 
welchen das Pendel bei seiner Bewegung beschrieben hat^ indem wir 
den NullpuQkt dieses Bogens in den tiefsten Punkt verlegen, den das 
Pendel zunächst erreicht, und zwar in dem Augenblicke^ von welchem 
aus die Zeit gezählt wird. 

Nach N. 7 in $. 189 war 

Nach (3.), (5.), (10.) und (12'.) in §.191 ist aber 
und wenn man aus (7.) in §. 191 den Werth von dt einsetzt, so wird 



(1.) . = 2i/IEI fdx{^iZJEFK. 

Dieses Integral lässt sich auf dem Wege, welcher in §. 143 ein- 
geschlagen worden ist, sogleich auf ein elliptisches zurückführen. Es 
ergab sich dort, dass 



(2.) .^y^zai^^i^iziÄ^-, 

^' 1— asmy'* X— ß-\-ßfx^^ 

wenn 
(3-) tgy== ^ — g 

gesetzt und der Modul k und sein Complement &' durch 
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(3'.) ' «==y«EZ und «'=/IE« 

ersetzt werden, wobei offenbar a grösser als ß angenommen worden ist. 
Ausserdem lieferte N. 3 die Formel 

1 — asinqp* __Äa?' 
1— /Jsinqp' "" Ao* 

Multiplicirt man diese Gleicbung ,mit der (2.), so wird 
(4) A i /^ — gsiny' _ ^1 —/?. do^hx^dx 

^'^ ^5P r 1 -^ sinV "" i—ß^jjpr 

Diese beiden Formeln (2.) und (4.) ergänzen also einander. Man 
bedient sieh der ersten, wenn der Factor von sin 5p* im Nenner des 
Bruches unter dem Wurzelzeichen grösser ist, als im Zähler, und der 
zweiten im entgegengesetzten Falle. 

Man führt übrigens ein Integral von der Form 



J ^f 1— /Jsin?) 



auch sehr schnell auf ein elüptisches erster und dritter Gattung zurück, 
wenn man einen Winkel xfj durch die Gleichung 

tgi/; =g|fgg) 

berechnet und dann die Gonstante / zweckmässig bestimmt Es ist 
dies offenbar dasselbe Mittel, welches auch in §. 143 zum Ziele führte. 
Um diese Formeln für die Berechnung des Bogens s benutzen zu 
können^ suchen wir aus der Gleichung 

1 ' ' 

(5.) -;^/x = sin|, 

welche nach §.51 unmittelbar die folgenden 

(6.) 4=-^ == tg| und äo^dx = ^^ 

^ ^ flpg^ ^^ ^ yi-*«sinr 

nach sich zieht, einen Winkel ^ und erhalten dann aus (1.) 

,! /l -±4sin7« 

(7.) , = 2 ys::;! I dl\ I £-*__. 

«-^sinl« 




c-f- a 
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Wenn man diese Gleichung mit N. 4 vergleicht, so sieht mka 
sogleich, dass 

a = r- und ß = 



zu setzen, also der Modul 

anzunehmen ist, während 

k = ßEL und V = lSl 

war. Vermöge der Gleichungen (3.) und (6.) muss man jetzt eine 
neue elliptische Transcendente einführen, welche vom Modul m und 
einem neuen Argumente y abhängt und durch die Gleichung 



4 4 



V c—a'c+b g{y,^) i b+cg{x,v) 



oder 



(9.) f(Mitl^J}:ZZ^(i^ 

g{y,(j) ^l—b'g(x,v) 

mit der früheren in Verbindung steht. Es ist hier der Buchstabe /u^ 
dessen numerischer Werth unbegipimt bleibt, in. demselben Sinne wie 
V für die Formel benutzt worden, so dass gx eben so von m abhängt, 
wie V von k. Berechnet man sich aus dem bekannten m eine Grösse 
p auf dieselbe Weise, wie in §. 43 q aus k gefunden worden ist, so 
kann die Gleichung (9.) auch so dargestellt werden: 

siny — -p'sinSy-l-P^sinSy — p''sin7y + .. . 

cosy+P'cos3y+p*cos5y+p**cos7y-|'*" 



=^ 



1— -a sina; — 5 sin3a;-f-g an5a? 



1— ft* cosx-{-q^cosdx-\-q^cosbji;-\-"- 

und aus dieser Gleichung muss der Winkel y durch eins der uns be- 
kannten Näherungsverfahren berechnet werden. Die Grösse y lässt sich 
also durch die Zeit t ausdrücken, da bereits x eine bekannte Function 
von i ist. Eine bequemere Näherungsrechnung würde man auszufüh- 
ren haben, wenn man sich aus der Gleichung (9.) den Werth von 
Ä(y, ju) suchte, der freilich nicht auf so einfache Weise durch die 
Functionen /a?, gxy hx ausgedrückt werden kann^ als der in (9.) dar- 
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gestellte Quotient. Könnten die Quadrate von p und q yernachlässigt 

werden, so würde man zur Bestimmung von y die einfache Formel 
erhalten: 



tgy 



frE^'^- 



Die N. 7 verwandelt man jetzt leicht nach der Vorschrift (4.), 
wenn die Werthe von a, ß und m gehörig eingesetzt werden, in 

y 

Kyyf^Tßy 



00.) .=./5^:*(.,»-j.+ii^,,,. 

in §. 130 ergab sich aber unter N. 4 die Formel 

^ ^ gaJfafx^ — 1 0{a + x) 

Nimmt man nun für a eine imaginäre Grösse von der Form Xi 

ik 
an und setzt /^(a) = 777= , so ergeben Sich sehr leicht die Formeln: 

aus denen 



f{Xi,fi)h(li,f4) _ ^ J e— b 
g(Xi,^) 'c+6 



c+fr 

folgt. Führt man dann diese Ausdrücke in (11.) ein, so ergiebt sich 
auf der Stelle, dass s durch die Formel 

(13.) ,=^ymm+x.m^ 

^ ^ ^ dl ■ % 6{X% — y^fi) 

dargestellt werden kann, für welche die Grösse X sich am bequemsten 
aus der letzten der Formeln (12.), also aus 

1 






auf die in §. 192 angegebene Weise berechnen lässt. üeber die wei- 
teren Umformungen, denen der Ausdruck (13.) für s unterworfen wer- 
den kann, und über seine Auflösung in Reihen sind die Paragraphen 
192, 193 und 140 zu vergleichen. 

26* 
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Ueber die Drehung eines festen Körpers 
um einen festen Punkt. 

S. 198. 

HMOptgmtltse der Bewegung eines SjtUmB Ton Atomeo. 

Da wir für aosem Zweck der Kenntniss einiger diesia Salze be- 
dQrfen tind in Schriften, welche denselben Gegenstand bdiandehi, die 
einfachen Formeln, die sie aussprechen, sehr häufig aus einer Com- 
bination von sogenannten Prinzipien, wie z. B. des d'Alembert*sdten 
und des Prinzips der virtuellen Geschwindigkeiten, abgeleitet werden, 
von denen wir nach unseren Erfahrungen voraussetzen müssen, dass 
sie für sehr viele unserer Leser, welche dieser Satze zu praktischen 
Zwecken bedürfen, niemals alle Unklarheit verlieren werden, so wollen 
wir diese Gesetze ohne jede andere Voraussetzung, als die des Satzes 
vom Parallelogramm der Ki^fte, hier entwickeln. 

In den Punkten 

des Raumes, deren rechtwinklige Coordinaten 

^tVi^iy ^»»t»t; ^sSa^s; 

sein sollen, denken wir uns 

m^; m^; m^; ... 
Atome vereinigt, und bezeichnen allgemein durch 

das Quadrat der Entfernung der Punkte Ma und Mf,. Nach dieser 
Bezeichnung ist also 

t,a = und la,b = lb,a- 

Ein Atom in Mb gebe einem Atom iif Jf^, wenn es eine Secunde 
lang mit unveränderter Stärke auf dasselbe eingewirkt hat, einen Zu- 
wachs von Geschwindigkeit 

80 dass also nach dem Satze von der Gleichheit der^ Wirkung und 
Gegenwirkung 
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sein wird. Diese Grössen werden wir kurz als Impulse bezeichnen. 
Die m« Atome in itf« erhalten also von den m^ Atomen in Mb den 
Impuls 

Ausser der gegenseitigen Einwirkung der Atome auf einander, 

mögen noch Kräfte im Räume thätig sein, welche den Atomen in den 

Punkten M Impulse ertheilen, deren Gomponenten nach den Coordi- 

natenaxen 

X,Y,Z 

sein sollen. 

Die Gomponente des Zuwachses an Geschwindigkeit, welche z. B. 
die Atome in M^ parallel der Axe der x erhalten, ist also, wenn M^ 
die seit der Beobachtung der Bewegung verflossene Anzahl der Secun- 
den bezeichnet, 

-^ == ^i + ^.K,t''^^T^^ 

"' *l>2 *l,3 *l,4 

Besteht das System^ dessen Bewegung bestimmt werden soll, aus 
n Punkten, so lassen sich offenbar 3 n solcher Gleichungen aufstellen, 
da fUr jeden derselben drei Statt finden, und aus der Integration dieser 
Gleichungen ist die Bewegungsweise ,des Systems und jedes einzelnen 
Punktes zu ermitteln. 

Bezeichnet man aber die Geschwindigkeiten, welche die Punkte 
M annehmen, durch d, so dass 

'•=(i)'+(iy+o" 

ist und bildet man den Ausdruck 

(1.) T:^^2mv'^Sm{xX+yY+zZ) + iSS'msm,!k,^sils,sf, 
wo die einfachen Summenzeichen bedeuten, dass alle unter ihnen be- 
griffenen Grössen mit den Zeigern 1,2, 3, ... n versehen werden sollen, 
und die doppelten, dass die Zeiger s und ^ diese Werthe erhalten 
müssen, so lassen sich die erwähnten dn Gleichungen offenbar auch 
in folgender Gestalt darstellen: 

dx^ ' dy^ ' dsi^ 



(2.) 

dXf^ ' dffn '• dZn 
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denn 65 ist 



also z. B. 



dla,b ^a — ^6 

dXa layb 

dT r^x, V I ^ L ^^'A 



Da die Gleichungen (2.) Statt finden, so ist auch 

dT=0 
oder 

(3.) 2mf)dt> = 2m(Xdx+ Ydy + Zdz)—i22'msmsf,ks,a'dlg^t,. 

Ist 

Xdx-\- Ydy-\-Zdz = dq> 

ein vollständiges Differenzial und sind die k nur Functionen der Ent- 
fernungen /; so lässt sich (3) integriren, und man erhält .^- 

Sind die l constant, ist also das System ein festes, so wird 
dl = 0, also wenn C die Integrationsconstante bezeichnet. 

Gehen die Functionen © und q> für einen bestimmten Zeilpunkt in »^ 
und q>^ über, so ist 

also 

(5.) i^mi)' — l^mt?^' = 2mq>-'Smq>^, 

Diese Formel wird der Satz von der lebendigen Kraft genannt. 
Sind die Resultanten der äusseren Kräfte, welche auf das System 
in den Punkten Jüfp Jtf^, itf, einwirken, 

P P P 

und bilden sie mit den Coordinatenaxen die Winkel 

«lA/i; a«Ay«; «»Aya; 

so finden für irgend einen der Punkte M die Gleichungen Statt: 

X = PcosÄ ; Y = Pcosß ; Z = Pcosy. 

Sind ferner a, 6, c die Winkel, welche die Tangenten der Bahn des 
Punktes M mit den Coordinatenaxen macht, so dass 

dx t^ dy dz 

cosa = -r-; cos6 = -^i cosc = -y- 

ds m ds d$ 
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ist, und schliesst diese Tangente mit der Richtung der Resultante der 
Kräfte den Winkel t ein, so ist 

dx . ady , da 

cos« ^ + cos/? ^ + cosy j^ = cosr , 

also 

Xdx -^Ydy + Zdazrs Pcosz ds = PcosTt? A, 

da t? = :i7 ist. 
at 

Hiernach kann man der Gleichung (3.) auch die Gestalt geben: 

(6.) Smv dv = 2mPv cosr dt — iSSmstnsf 4«,^ d/,,«/. 

Wenn das System ein festes ist, so verschwindet rffc,«/ und man 
behält nur die Gleichung 

(7.) 2mvdf) = SmPcosTvdt^ 

aus welcher man sogleich das Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten ableitet, wenn keine Beschleunigung der Geschwindigkeit 
mehr eintritt, oder das System im Gleichgewicht ist. 

§. 199. 
Addirt man die ersten der Gleichungen unter N. 2, so ergiebt sich 
^ dT , dT , dT , ^ d'x ^ ^ . ^^, , dt,,/ 

Da aber 

dlg^b __ Xa*-Xh dlb^a 

dXa layb dXb ' 

^ so verschwindet das letzte Glied dieser Gleichung und man gelangt 
so, wenn man auch die beiden übngen Gruppen addirt, zu den Formeln: 

(1.) 2m~ = 2mX 

(2.) ^'» & = ■^'»^ 

(3.) ^"*^ — ■^'"^• 

Es ist ferner 

und 

dy^ dy, dv \ dys 
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Da aber 
SO ist auch 

Von der Richtigkeit dieser Formeln überzeugt man sich am besten 
durch wirkliche Ausführung der Operation an drei bis vier Gliedern. 

Zieht man nun die vorhergehenden Gleichungen von einander ab, 
so heben sich die beiden letzten Glieder fort und man erhält, wenn 
man ganz ähnlich mit den beiden andern Gruppen der Gleichungen 
unter N. 2 in §. 198 verfährt, die folgenden drei Formeln: 

(4.) 2m (y ^- » dp) = •^'"^^ ~ * ^ 

(5.) 2m(i~-x-^ — 2m{iX-xZ) 

(6.) s„,{/^^y^) = 2m{xY-yX). 

Wirkt die Resultante P in der Richtung auf den Punkt a?y», 
welche durch die Linie 

cosa cos/J cosy 
dargestellt wird, in der |, ?/, ^ die laufenden Coordinaten bedeuten, 
so sind die Entfernungen dieser Linie von den Axen der a?, y, % ent- 
sprechend 

ycosy — gco s/? __ »cosa — a?cosy ^ a;cos/? — ycosa 

süaa """P' sin^ "~ ^' ^y ''^ 

Es ist also 

yZ— »F = (ycosy — »cos/J)P = pFsina 
und in ähnlicher Weise lassen sich auch die rechten Seiten der Glei- 
chungen (5.) und (6.) ausdrücken. An die Stelle dieser drei Gleichun- 
gen, können also auch die folgenden treten : 

(7.) jm(y^-»^) = ^mpPsina 

(8.) ^^ (* ^ - ^^w) = ^"^^^'""ß 

(9.) 2m(x'r^-^y ^) = Smr Psiny. 
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Sind die Resultauten P gleich Null oder nach dem Anfang der 
Goordjnaten gerichtet, so dass also die Entfernungen p, q und r 
verschwinden, so verschwinden auch die rechten Seiten der drei letz- 
ten Gleichungen und ihre Integrale liefern die Gleichungen: 

m . ^(4 - »'S) - <'• 

in welcher A^ Jff, C die Integrationsconstanten bedeuten. Diese Inte- 
grale enthalten den Satz von der Erhaltung der Flächen. 

Wenn Gleichgewicht oder Ruhe im Systeme Statt findet, so lie- 
fern die Gleichungen (1.), (2.), (3.) und (7.), (8.), (9.) die sechs 
Bedingungsgleichungen des Gleichgewichts eines festen Körpers 

(13.) 2mX = 0; 2mY = Q; 2mZ = 

und 

(14.) ImpPsma = 0; SmqPsinß = 0; ^mrPsiny = 0. 
oder 

(W.) 2m(yZ--zY) = 0; 2m(»jr-a:Z) = 0; ^m(a?F~y^) = 0. 

§. 200. 

Führt man statt der 3w veränderlichen Grössen x^ y^ z^ , . . rc», 
y„, »n durch die Gleichungen 

^i=«+li; yi=«5+^i; «!=«'+& 

^2=w + |,; y^=^v + r]^; &^ = w + ^^ 



3n4-3 neue Veränderliche ein, so kann man die drei Gleichungen 
bilden: 

Smjr^uSm-^-Sm^; 2my =^'o2m-\-2mri\ 2mz^=^vD2m-\-2mC, 
und über die drei willkürlichen Grössen u, v, tv so verfügen, dass 

,, . Smx 2my 2mz 

^ ^ Sm 2m 2m 

wird. Es bleiben dann die ^, ri und f den Bedingungsgleichungen 

unterworfen : 

(2.) :Si»|=0; Jm9; = 0; 2m%^^. 



410 



FOnfter Absclmitt. 



DLSerenzirt man die Gleichungen (1.) zweimal nach t^ so erhält 
man mit Berücksichtigung der Gleichungen (1.), (2.), (3.) in $. 199 

dV| _ 2mX dTc _ 2mY d^tp _ 2mZ 



(3.) 



de 



2m 



\m 



de 



2m 



Der Punkt, dessen Coordinaten Uy-e^iv sind, wird der Schwer- 
punkt des Systems genannt, und seine Bewegung ist durch die drei 
letzten Gleichungen dargestellt 

Wenn keine äusseren Kräfte auf das System wirken, so wird 



dht 
dt' 



= 0; 



also, wenn man integrirt: 

du 



dt 



= a, 



de 

dt) 
"dt' 



= 0; 



-— =0- 

de "' 



, dfo 



und 



u = at-^-a'; f) = bt-{-b^; ir = c<-j-c'. 

Der Schwerpunkt schreitet also dann mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit in gerader Linie fort. 

Nachdem wir nun die Hauptsätze der Bewegung eines Systems 
von Atomen entwickelt haben, gehen wir zu unserm eigentlichen Pro- 
bleme über, die Drehung eines festen Körpers um einen festen Punkt 
zu untersuchen. 

8. 201. 

In der nebenstehenden Figur 
sei der Mittelpunkt einer Kugel, 
deren Radien OX,OY, OZ als Län- 
geneinheit betrachtet und die Rich- 
tung der Achsen eines im Räume 
festen Coordinatensystems XYZ an- 
geben sollen, in welchem die Ab- 
scissen x und y in der horizontalen 
Ebene XOY liegen, und OZ die Richtung der positiven Ordinaten z 
vorstellt. Der feste Körper sei um den Punkt drehbar und in ihm 
ein zweites rechtwinkliges Coordinatensystem X^Y'Z' als fest gedacht, 
welches also bei der Rotation des Körpers seine Stellung im Räume 
ändert. Die Coordinaten der einzelnen Punkte des Körpers in Bezug 
auf dieses bewegliche Coordinatensystem mögen mit |, 17, ^ bezeichaet 
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werden. Die augenblickliche Lage des beweglichen Systems, also auch 
des Körpers, kann in der Weise bestimmt werden, dass man die Lage 
der Durchschnittskante OK der Ebene der xy mit der Ebene der ^t] 
durch den Bogen XK = 'ifj angiebt, und den Winkel XKX' = x niisst, 
den beide Ebenen mit einander bilden. Die Lage der beweglichen 
Abscissenaxe OJC braucht dann nur noch durch den Bogen KX! =: q) 
angegeben zu werden, um die Lage des Körpers im Räume voll- 
ständig bestimmt zu £aben, wenn zugleich auch auf die Zeichen der 
Grössen y, tpy x gehörig Rücksicht genommen wird. 

Ausser dieser Bestimmungsweise wollen wir noch die Winkel- 
abstände der Punkte X', F, Z' von den Punkten X, Y, Z auf der 
Rugeloberfläche zur Fixirung der Lage des Körpers benutzen. Wir 
bezeichnen zu diesem Zwecke: 

XX=a, XT=a,, X'Z = a, 

Z^X^y, Z^Y^n. Z^Z=y, 

und erinnern uns folgender Bedingungsgleichungen, welche zwischen 
diesen 9 Winkeln Statt finden^ wenn das Zeichen cos allenthalben er- 
gänzt wird. 

. j «« + /?» +/ = 1 , a'-|-aj+aj = l 

(1.) <+ß\ + 7\ = 1 (2.) ß' + ß\ +ß\ = 1 

( «J+/»J+yJ = i ( / + y:+yJ = i 

(3.) ya + yiai+y2a2 = (4.)ja2a +ft/9 +y,y =0 
(a/?+«iA + «2A = [aa, +ßß, +yy, =0 

(ö =ßi7t-yißi iß =yi«2-«iy« (y =«,Ä-Aat 
(5.) U,=ßtr-Y,ß (6.)(Ä^y2«-«2y (7.){yi=«2/^~A« 
(«2 = ßvx - Yßi (A=y«i -«yi 'y2=aA -/»«i 

Die Zeichen der rechten Seiten dieser drei letzten Gleichungen 
müssen umgekehrt werden, wenn die Ordnung der Winkel eine andere 
wäre, d. h. wenn man, mit dem Fusse in stehend, von Z aus die 
Punkte X' und P in umgekehrter Ordnung erblickte. Von den sieben 
aufgestellten Gruppen von Gleichungen sind bekanntlich nur die beiden 
(1.) und (3.) erforderlich, um den Zusammenhang der 9 Winkel unter- 
einander auszudrücken, aber die übrigen werden im Verlauf der Rech- 
nungen ebenfalls benutzt. 
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Fassen wir den Körper als ein System von Atomen auf, und be- 
zeichnen die Ableitungen nach der Zeit ( durch Accente, so gelten 
nach S. 199 folgende dynamische Gleichungen: 

(7.) ) 2'm(sx" — j?»") = 2m(sX— arZ) 

Im{xy"—yxr) = SmixY—yX) 

und unser Problem würde vollständig gelöst sein, wenn wir diese drei 
Differenzialgleichungen zu integriren vermöchten. Für jeden der im 

Räume beweglichen Punkte xyz; x^y^^^; ^tS^t^t' ^^^ ^^^' 

pers findet aber folgendes Gleichungssystem Statt: 

y=a,^+ß,tj + r,^ 

in welchem die Goordinaten ^tj^ fest bestimmte, von der Zeit unab- 
hängige Werthe besitzen, aber die Winkel a...»y^ Functionen der 
Zeit sind. Durch Differenziren nach t leitet man aus diesen Gleichun- 
gen die folgenden ab: 

(9.) [y' = «;?+/»'.7+y;C und (10.) Jy" = «Vf+Z^'/ij+y'/^ 

Wenn die Werthsysteme (8.) und (10.) und die entsprechenden 
für x^y^ss^; x'ly'^z'l; etc. in (7.) eingesetzt werden, so erhält man 

zwischen den 9 Grössen a y^ drei Differenzialgleichungen zweiter 

Ordnung. Durch die Bedingungsgleichungen (1.) bis (7.) lassen sich 
aber sechs dieser Grössen eliminiren, so dass nur noch ,drei solche 
Differenzialgleichungen zwischen drei der Veränderlichen übrig bleiben. 
Die sechs Constanten, welche ihre Integrale mit sich bringen, werden 
durch die drei Goordinaten irgend eines Punktes ^ijt, den man be- 
trachten wül, und durch die drei Gomponenten der Geschwindigkeiten 
bestimmt, die dieser Punkt angenommen hat, denn durch diese Grössen 
würden die Lage und die Geschwindigkeiten aller übrigen Punkte des 
Körpers ebenfalls bestimmt sein. 

§. 202. 

Die ganze Arbeit, welche jetzt auszuführen ist, besteht in einem 

geschickten Elinofinationsverfahren, welches statt der 9 Winkel a y^ 

drei Grössen p, g, r einführt, welche zwar aus mechanischen Betrach- 
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tuDgen hervoFgegangen sind, aber, hier als analytische Hülfsgrössen 
angesehen werden sollen. Man differenzirt nämlich die Gleichungen 
(3.) nach t und bezeichnet 

(2.) ay + a,y\ + a^y'^ = -.ya^^y^a^ -yX = ? 

(3.) /?«' + ß, a[ + ß, «; = - a/?'- a, ß\ - aj, = r. 

Bildet man aus diesen Gleichungen die Differenz ßr—yq, indem 
man für r den ersten Ausdruck benutzt und für q den zweiten, so 
ergiebt sich 

ßr-yq=(ß'+ f)o! + (M + rn) < + (ßßz + mX 

= (1 — «*)«' — oföj a\ — acfg a'^, 
Differenzirt man aber die erste Gleichung aus N. 2 in §. 201, so wird 

act!'+ a, a\ + «^ «', = 0, 
also 

ßr — yq=:^a!. 

Auf ähnliche Weise kann man auch die Gi;össen ß^.,,.y^ aus- 
drücken und sich folgendes System von Gleichungen verschaffen: 

(4.) a! = ßr —yq ; ß' = yp — «r ; / = aq —ßp 

(5.) cc[=ßir-y,q; ß\=^y,p-(Hr; y^^cc.q-ß.p 

(6.) (x'^=ß,r-y^q; ß'^=^ y^p-a^r; y'^ = a^q-ß,p. 

Setzt man diese Werthe in N. 9 ein und bezeichnet 

C^-) ^q — f]r = u; ^ — ^p = v; rjp — ^q^w, 

so erhält man 

' a^ = au -\- ßv ~\- yw 

(8.) {y^ = (X,u+ß,v-\-y^w 

z' z=za^u-^'ß^v + y^w. 

Mit Hülfe dieser Ausdrücke und derer in N. 8 des §, 201 bilden 
wir uns zunächst 

ys'-ay' = («, 1+ ßt V+ Yi ö («»^+ ßz^ + y»«^) 
-{cc.u + ß.v+y.wXaJ+ß^Tj+y^Q 

={ßiYt-YiP2)(W-^^)Hyi<Xi-ccji)(^u-^)+(a^ß,-ß,a^^^ 

oder 

. (8'.) f]z' — Äy' =^ a {7]w — Ct?) + /9 (^M -^ ^) + y (^M — jjm). 

Die Umwandlung, welche hier die zwei ersten Producte erfah- 
ren haben, geschieht mit Hülfe eines bekannten Determinanten satzes, 
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oder man weist ihre Richtigkeit durch unmittelbare AnsfÜbrang der 
MiiltipUcatiou nach. Für die dritte Zeile sind die ersten der Formeln 

in (5.), (6.), (7.) des §. 201 benuUt worden. 

Nimmt man nun an, die Axen der ^, 17, ^ wären in dem festen 
Körper so gelegt worden, dass 

(9.) 2j»j?C=0; SmC^ = 0; 2m^=^0 

wird, oder wären sogenannte Trägheitsaxen, dann lehrt eine ein- 
fache Ausführung der Rechnung sehr leicht, dass, wenn man beide 
Seiten der vorhergehenden Gleichung mit m multiplicirt und dieser 

Grösse, so wie den x, y, s, ^, 7], ^ die Zeiger 1,2,3 n beifügt, 

man den Summenausdruck erhält: 

Bezeichnet man nun die Trägheitsmomente 

(10.) 2m(Ti' + ^) = A; 5i»(r + r) = Ä; 2m{^ + 7]*) = Cy 

SO geht aus diesen letzten und d^ übrigen ähnUch gebildeten Formeln 
das Gleichungssystem hervor: 

i2m(yz'—zy') = a Ap + ß Bq+y Cr 
2m(zx^—X!&') = a^Ap + ß,Bq + y^Cr 
2m{xy''-yx') = a^ Äp + ß^Bq + y^Cr, 

Differenzirt man die erste dieser Gleichungen nach /, so wird 

2m (y»" — Äy") = aAp'+ ßBqf-\- yCr'+ a'Ap + ß*Bq + y^Cr, 

oder, wenn man N, 4 benutzt, 

2m(yz*^ — ztf^) 
=.aW-{B-C)qr\-\-ß\B(f^{C-A)rp\^y\Cr'-{A^B)pq\. 

Bezeichnet man aber 

{Apf—{B—C)qr = P 
.(12.) ]Bq'-{C-Ä)rp = Q 

[Cr' - {A—B)pq =^ R 

und setzt 

i2m{yZ—%Y) = U 
2m{zX—xZ) = V 
2m(x¥-yÄ)= W, 

so erhält man jetzt statt der Gleichungen (7.) iii §. 201 die folgenden 
drei Bewegungsgleichungen: 



i 

/ 
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aP+ßO+r R=^u 

(14.) . \a,P+ß,Q+y,R=zr 

ä,P+ß,0 + Y^R==^^ 

aus denen sogleich mit Rücksicht auf die Formeln (2.) und (3.) in 
8.201 die andern drei folgen: 

l(xU+a,V+a^W = P 

(15.) ■ \ßU+ß,r+ß,W-Q 

Auf die Integration dieser drei Differenzialgleichüngen zweiter 
Ordnung kommt es nun an. 

§. 203. 

In den Grössen U, V, W kommen noch die Coordinaten x^ y^ z^ 

a;j,y„Äj, vor. Diese müssen durch die Winkel a y^ und die 

Coordinaten |j jy, tj, ^^ -q^ ^2, ..... ausgedrückt werden. Dann müsste 
man auch wieder die p, g, r durch aßy^ a' ß^ /, etc. ersetzen und 
Polarcoordinaten y, 1^, X einführen, deren Beideutiing in §.201 ange- 
geben wurde, wodurch man drei Differenzialgleichüngen zweiter Ord- 

• ,. dw dxp dv d^q> d^xb d^v 

nung zwischen <p,V/,z; -^,-f,-|; -^^-^^-äe erhielte, denn 

durch p, g, r lassen sich die aßy^ nicht unmittelbar ausdrücken. 

Nach der Figur in §. 201 ist, nach einfachen Sätzen der sphärischen 
Trigonometrie: 

l a = cosycösy/-fsin9>sint//cos% ß=-^ sinqpcosi^+cosqpsin^cosx 
lOf j = '-cosq)sifiip-{-smq)cosxpcoBx ß^ = singp sini^ -j" ^^^9> cosxp cosx 
ja» ^^ — sing) sin;^ ß^= — cosg) sin/ 

y = sini//sin;c 

y^ = cosi//sin;j 

y» = cos^. 

Differenzirt man nun die ersten beiden Gruppen dieser Gleichem- 
gen nach t, so wird 

a' = ßq)' -\-Oiy/—yx' sing) ß* == — ag)' +/?j^'— yx' cosg) 
a\ = ß^q)^—a:\p* — y,x'sing) ß\ = —(x^q/-^ß\p* — ^iX'cosg) 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (l.), (2.), (3.) in 
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S. 202 ein, so findet man mit Benutzung der Bedingungsgleichungen 
(1.) bis (7.) in S. 201 

Ip = ^'sin^sinx — jfeosq> 
q = t//cos9)6inx-f'X's'Q9' 
r = 9/ — X'cosx- 

Mit Hülfe dieser Gleichungen lassen sich nun aUe Veränderliche 
in den Differenzialgleichungen (15.) des §. 202 durch die Winkel ^, 
tpj X und ihre Ableitungen 9/, t^, jf und q/'y y/\ x" ausdrücken. 

§. 204. 

Aus den Gleichungen (8.) in $. 202 leitet man sogleich die fol- 
gende ab: 

^'+y"+ »" = «• + c' + fp' = (jCq - vT + (S^ - ?p)' + (TP - ^9)* 

In §. 198 ergab sich aber unter N. 5 die Gleichung: 

(1 .) 2m (j;"+ y"+ »") = 2 .5my + C. 

Multiplicirt man also die vorige Gleichung mit m und nimmt 
unter Berücksichtigung der Gleichungen (9.) und (10.) in $. 202 von 
beiden Seiten die Summen, so erhält man 

(2.) Ap^+ Bq'+ Cr' = 22m /{Ädx + Ydy + Zdz) + C, 

wo für q> sein Werth eingesetzt worden ist. 

Kann man also rechts integriren, so hat man auf diese Weise 
ein erstes Integral der vorgelegten Differenzialgleichungen erhalten. 

§. 205. 

Wenn bloss die Schwerkraft auf den Körper einwii*kt, so sind 
X=Oj Y=o und Z=zg, und man erhält aus (13.) in §. 202 

V==g2my; V= -^g2mx; W==0, 

also nach N. 15, wenn man die Gleichungen (8.) aus §. 201 anwen- 
det, und die Formeln (5.), (6.), (7.) benutzt, 

P = ag2my — a, g2mx = g2m \{aß^ — ßa^ )ri — (Aa» — ay^ )f } 

= g2m{Y^ri -^ ßj;). 

Bezeichnet man die Coordinaten des Schwerpunkts des Körpers 
ii^ Bezug auf das feste Axensystem mit a, 6, c und setzt 

2m = M, 
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SO ifvird 

Sm§ = aM; Smr] = bM; 2tn^ = cM 
und 

Entwickelt man in ähnlicher Weise die Ausdrücke für Q und ß, 
so erhält man folgende Gleichungen: 

(1 .) Ap*-- (B — C)qr = gM {by^ — cß^) = gM{bco^x — ccosy sin^) 

(2.) ßg'— (C— A)rp = gM(ca^ -^ay^) = — gfJtf(csin9)sin;c-f-acosx) 

(3.) Cr'— (Ä — B)pq = gM(aß^ — ba^) = gM[b^mq> — acosy) sinx- ,1 

Aus (2*) in §. 204 folgt noch '\ 

iljp'+ßg'+ O' = 2gcM+ C. 

§. 206. 

Wirken keine Kräfte auf den Körper ein, oder ist er in seinem 
Schwerpunkt befestigt, so dass also die Coordinaten desselben ver- 
schwinden^ so hat mau nur die drei Gleichungen 

(1.) Ap'-(B-C)qr=:0 

(2.) Äg'-(C-il)rp = 

(3.) Cr'~-(il — fi)pg = 

zu integriren. 

Multiplicirt man dieselben der Reihe nach mit p, q, r, so giebt 
ihre Summe '^ 

App'+Bqq^r{-Crr' =:0. 

TVIultiplicirt man sie aber mit Ap, Bq, Cr^ so liefert ihre Summe 

ilV+*W+ CVr' == 0. 

Die Integrale dieser beiden Gleichungen sind: 

(4.) Ap'+Bq'+Cr'=zm 

(5.) Ay+BY+Cr'=-n\ 

wo m und n^ die Integrationsconstanten bedeuten. 

Wenn keine Kräfte auf den Körper einwirken, so §ind vermöge 
der Formeln (10.), (11.), (12.) in §. 199 die Grössen l/, F, W Con- 
staute, welche wir mit L, M, N bezeichnen wollen. Die Formeln 
(11.) in S. 20^ nehmen also die Gestalt an: 

!aAp+ßBq+yCr = L 
a,Ap + ß,Bq+y,Cr = M 
a,Ap + ß,Bq + y,Cr==N. 

Schellbach, elliptische Integrale. 27 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich sogleich^ wenn man die 
Formeln (2.) und (3.) m §. 201 berücksichtigt, 

(7.) Ap = aL + a^M+a^N 

(8.) Bq^ßL + ß,M + ß,N 

(9.) Cr=yL+y,M+y,N. 

Die Summe der Quadrate dieser drei Integrale giebt aber das 
Integral (5.) als Folge. Man hat daher bis jetzt nur vier Integrale 
(4.), (5.), (7.), (8.) gewonnen. 

Man kann nun noch ein fünftes Integral erhalten, wenn man sich 
z. B. pq aus (4.) und (5.) berechnet und den Werth in (3.) einsetzt. 
Man findet auf diese Weise 

. . X j. . >^ Cdr 

(10.) dt = + ■ ^ , _ 

Durch Integration dieser Gleichung wird r als Function der Zeit 
t gefunden. Ganz auf dieselbe Weise lassen sich aber auch p und q 
als Functionen von t ausdrücken Man braucht jetzt die Gleichun- 
gen (7.), (8.)^ (9.) nicht, sondern könnte die für p, g, r erhaltenen 
Ausdrücke in (3.) des §. 203 einsetzen und erhielte so drei Differen- 
zialgleichungen erster Ordnung zwischen den Grössen cp, ip^x und 
q)\ xp\ %' zu inlegriren. 

Das sechste Integral würde man leicht finden können , wenn 
L und M verschwänden, denn man erhält aus ^ (7.) -|- 17 (8.) -)- ^ (9.), 
wenn man die Gleichung (8.) in §. 201 berücksichtigt, 

(U.) Ap^ + Bqri + Cri; = xL + yM-\-zN, 

also, wenn L und M gleich Null werden, 

(11'.) . Apl + Bqri-^-Crt^^zN. 

Setzt man ferner in §. 202 N. 8' für m, ©, to ihre Werthe aus 
(7'.) ein, und bezeichnet die Entfernung des Punktes xyz oder ^jy^ 
vom Anfangspunkte der Coordinaten durch 5, setzt also 

(12.) ^'+y^+^' = r+^'+r = 5' 

und auch noch 

(13.) Pl + g? + r^=^ 

so findet man sehr leicht 

[yz*—zy' = {ap +ßq +yr )«'— a?/ 

(14.) }^—xz'^{a,p + ß^q + y^r)s''—yl 

[xy'—yzf = (a,p + ft g + yaO*»— a/. 



> 
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Multiplicirt man nun diese Gleichungen der Reihe nach mit L, ilf, 2V 
und addirt die Producte, während man die Gleichungen (7.), (8.), (9.) 
und (14.) berücksichtigt, so erhält man 

(15.) L{y7i'--z,y')+M{za^--xz')-^N{xy'-yaf)==ms^'-^^ 

= ms^- l{ApS+Bqr] + Cr^) 
= ms*— foiV, 

also, wenn L und M verschwinden, 

(16.) N(xy'--yaf) = tns* — hN. 

Aus dieser Gleichung und der N. 12 ergiebt sich jetzt 

xdy — ydx __ (ms* — faiV) dt 
x*+y* iV(«'-Ä') 

■ 

Da nun das Integral der Gleichung (10.) die Grössen p, q, r, 
als Functionen . der Zeit t kennen lehrt, so sind auch vermöge (11'.) 
und (13.) die Ordinate a, so wie der Ausdruck l bekannte Functionen 
von ty und das Integral unserer letzten Gleichung liefert 

(17.) arctg-^=^^J-^rz^-dt^T, 

wenn das Integral als Function von t kurz mit T bezeichnet wird. 
Da nun is bereits als Function von < durch (11'.) gegeben ist, so erhält 
man endlich auch durch die Gleichungen 

(18.) X = y^^^VcosT und y == y«'— »'sin T 

die Abscissen x und y durch die Zeit t ausgedrückt. Auf diesen spe- 
ciellen Fall, in welchem L und M als Null angenommen wurden, lässt 
sich nun der allgemeinere zurückführen. 

Zu dem Ende legen wir durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
ein neues festes Coordiuatensystem, dessen Axen mit den Axen der 
xy& die Winkel bilden sollen, deren Cosinus sind: 

In diesem Systeme mögen die Coordinaten des Punktes xyz oder 
^^ durch A/uv bezeichnet werden, so dass dann^ folgende Gleichungen 
Statt finden: 

Ix = aX+bitt +Cif U = ax'^a^y + a^z 

y=:a^l + b^f^ + c,v also (20.) |^= 6a; + 6jy + 6,% 
» = a^l + b^fi + c^v [v = cx + c^y + c^» 

und, wenn man diese Gleichungen nach t differenzirt, 

27* 
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i (a^ = aV + V + <^ [^' = aaf+a,/+a^!sf 

(21.) !»' = a,l' + b,fA' + cy also (22.) U' = öx'+6,y'+6,»' 

Aus diesen Gleichungen leitet man ganz auf dieselbe Welse wie 
(S'.) in S. 202 dargestellt wurde, die folgende ab: 

(23.) V- l^i' = K»»'- »y*) + c,(^- ^«O + c,(ry'- y.i '). 

Wenn man aber die Summe der Quadrate der Gleichungen (6.) 
bildet und (5.), so wie die Formeln (2.) und (3.) in $. 201 berück- 
sichtigt, so sieht man auf der Stelle ein, dass 

ist. dass also 

L_ U,_ N __ 
n""''*' h'^'''' 7'"''* 

gesetzt werden könnep ,' oder dass diese Quotienten als • die Cosinus 
der Winkel angenommen werden dürfen, welche die Axe der y des 
neuen Coordinatensystems mit den Axen der x, y, & des alten bilden 
soll. Setzt man diese Werthe für L, iüf, iV in (11.) ein und beachtet 
die letzte der Gleichungen (20.), so wird 
(25.) Äp^ + Bqtj 4- Cr^ = nv 

und aus (15.) erhält man, mit Rücksicht auf (23.): 
(26.) « (W— i^^O = »w'— Inv. 

Die Gleichungen (11'.) und (16.) gehen aber in diese letzten bei- 
den Gleichungen über, wenn man a?, y, ä mit l, fi, v und N mit n 
verlauscht, daher gelten auch die Gleichungen 

(27.) arctgf = -y-p3;r-* = T' 

und 



(28.) ^ = y«*— v' cos r ; fi = ]/«•— y « sin T, 

durch welche die Abscissen k und fi als Functionen der Zeit gefun- 
den werden. Aus ihnen lassen sich dann wieder die x, y, z mit Hülfe 
der Gleichungen (19.) bestimmen. Von den Winkeln, ^eren Cosinus 
a, 6, a^,&i,a,, &t waren, muss einer willkürlich angenommen werden, 
da durch die c, c^ c, nur die Richtung der Axe der v bestimmt 
worden ist. 
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§. 207. 

Wir bedürfen in der Folge noch eines wichtigen dynamischen 
Satzes, der gleich bei der Entwickelung der allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen hätte mit aufgenommen werden können, aber auch hier 
eine passende Stelle findet. 

In §. 198 war angenommen worden, dass die Kräfte P,, P,, . .. 
mit den Axen der a?, y, z die Winkel «p /^^ y^ «2? ßt^ y« ••• bilden, 
wonach also die rechten Seiten der Gleichungen (4.), (5.), (6.) in 
$. 199 so dargestellt werden können: 

2m{yZ — äF) = 2mP(yy -/?ä) = U 
SmlzX—xZ) = 2mP{a!6 — ya?) = F 
SmlxY'-yX) = 2mP(ßX'-ay) = W, 

wenn wir uns der Bezeichnung in §. 202 bedienen. Legt man nun 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten der a?, y, z neue rechtwink- 
lige Axen der f, ^, f, welche mit den erstem die Winkel bilden sollen : 

{^x) = a ; (ijx) = b ; (^x) = c 

(ly) = fl, ; (vy) = f>^ • (^y) = c, 

80 hat man für die Transformation der Coordinaten, wenn die Zeichen 
cos fortgelassen werden, die folgenden Gleichungen: 

x = aB +br] +c^ ^ =^ dx -\- a^y + a^z 

y = aJ+Kv + c,^ 'und 7f=^^+^y + M 

» = a^?-f 6ai? + c,^ Z =^ ex + .c^y + c^i6 

Bilden femer die Kräfte mit den Axen der |, 7], f die Winkel A, ^, v, 
so finden noch folgende Gleichungen Statt: 

fi=^ba-{'b^ß + b^y 

und die Gleichungen (4.), (5-)» (ö.) in §. 199 nehmen dann für das 
neue Coordinatensystem die Form an: 
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Es lassen sich aber jetzt die Winkel a6c....c, des neuen Coordi- 
natensystems so bestimmen, dass die rechten Seilen der beiden ersten 
dieser Gleichungen oder die sogenannten Momente der Drehung um 
die Axen der § und tj verschwinden. Denn es ist 

»''?~^S=(co+c,/J+c,y)(6j?+6,y+6,Ä)--{6a-f6j/^+6,y)(cx-fCjy+c,Ä) 

alsQ: 

2;mP(v7|^fi^)==:a2mPiyy--ßA)+a^SmP(m-'yx)'\-a^2mP{ßx''ay). 

Verfährt man ganz auf dieselbe Weise mit den Ausdrücken A^ — v^ 
und fA^ — Xt]^ so verschafft man sich das Formelsystem 

SmPivri'-fi^) = Ä = aU+a^ V+a^W 

^wP(AS-yg) = S = bU+b,V+b^W 

in welchem die Momente in Bezug auf die Axen der f , rj, ^ kurz durch 
B, S, T bezeichnet worden sind. 

Sollen jetzt die Axen der |, rj, ^ eine solche Lage erhalten, dass 
von diesen Momenten die beiden ersten verschwinden, so ergebeu sich 
zur Bestimmung der Lage dieser Axen die Gleichungen: 

aU+a^r+a^W=0 

cU+c,V + c^W=T, 
Die Summe der Quadrate derselben liefert 

(1.) r=:ip+r+vp. 

Multiplicirt man aber diese Gleichungen nach der Reihe mit a, 6, c, 
dann mit a^, b^, c^, und zuletzt mit a,, 6„ c„ und bildet jedesmal die 
Summen der drei Producte, so erhält man 

(2.) ' o=Y, c,=j; c,=Y' 

Durch diese Gleichungen ist also die Richtung der Axe der ^ 
bestimmt, welche eine solche Lage im Räume erhalten hat, dass die 
Momente in Bezug auf die Axen der § und tj verschwinden und das 
Moment T für die Axe der ^ möglichst gross geworden ist. Die Lage 
der Axen der ^ und tj, welche auf der der £ senkrecht stehen, ist 
dabei willkürlich geblieben. Dieser wichtige Satz wird gewöhnlich in 
den Lehrbüchern der Mechanik mit Hülfe der Theorie der Kräftepaare 
bewiesen, und ist hier, ohne Voraussetzung dieser Theorie, aus ^^^" 
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fachen Operationeu gefolgert worden, welche der Arialytiker sehr häufig 
anwenden muss, and die ihm daher geläufig sind. Wenn man übri- 
gens auch die praktische Wichtigkeit der Theorie der Kräftepaare nicht 
in Abrede stellen kann, so wird doch keinem erfahrenen Lehrer ent- 
gangen sein, wie häufig von den Studirenden die ganze Theorie miss- 
verstanden wird, und dass auch in der That dabei Vorstellungen benutzt 

r 

werden, welche der Klarheit entschieden entbehren, mit der mecha- 
nische Processe aufgefasst werden können. 

Wenn der hier bewiesene Satz benutzt worden wäre, so hätte 
man offenbar dus sechste der zur Lösung unseres Problems erforder- 
lichen Integrale unmittelbar erhalten können. 

8. 208. 

Nachdem wir nun nachgewiesen haben, wie durch eine Reihe 
analytischer Operationen die Lösung des Problems der Drehung eines 
festen Körpers, auf welchen keine äusseren Klüfte wirken, um einen 
festen Punkt, auf Quadraturen zurückgeführt werden kaiin, ohne dabei 
geometrische oder mechanische Vorstellungen benutzen zu müssen, 
wobei offenbar d«r analytische Prozess reiner hervortritt, so wollen 
wir jetzt die Hülfe der Thetafunctionen in, Anspruch nehmen, um die 
Resultate verständlicher zu deuten und das . Ganze in eine für die Be- 
rechnung bequemere Form bringen zu können. Wir würden aber die 
Grenzen dieses Buches weit überschreiten müssen, wenn wir das ganze 
Problem der Drehung fester Körper hier vollständig abhandeln wollten. 
Wer sich klare geometrische Vorstellungen über die Drehungeines 
festen Körpers verschaffen will, muss durchaus die Abhandlung: Theorie 
nouvelle de la rotation des corps von Poinsot im 16. Bande 1851 des 
Liouville'schen Journals studiren. Die Thetafunctionen hat zuerst ein 
Mathematiker, Adolph' Rueb aus Rotterdam, zur Lösung unserer Auf- 
gabe benutzt, in einer ausführlichen Abhandlung, welche 1834 in 
Utrecht erscbienen ist und zum Schlüsse auch eine Geschichte des Pro- 
blems enthält. Später vervollständigte und vollendete Jacobi die Auf- 
lösung, welche Rueb begonnen hatte, in einer Abhandlung „Sur la 
rotation d'un corps", die 1850 im 39. Bande des Grelle sehen Jour- 
nals erschien. Unser nächster Zweck ist nun, zu zeigen, wie man 
leicht und schnell zu den Hauptresultaten einer der letzten grossen 
Arbeiten des berühmten Verfassers gelangen kann, ohne indessen dabei 
auf alle Details der Lösung eingehen zu wollent 
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S. 209. 

In §. 206 ergaben sich zur Bestimmung der Grössen p, f, r die 
drei Differenzialgleichungen 

VI.; «r ~ (B~C)r ~ (il-C)rp "" iA-B)pq ' 

Zwei Integrale dieser Gleichungen erhielten wir dort in der Form : 

(2.) Äp' + Bq' + Cr' = m 

(3.) ÄY + BY + Crr'=^n\ 

Es kann aber, wie so eben gezeigt wurde, ein neues, im Räume 
festes Coordinatensystem so durch den Anfangspunkt der alten Coordi- 
naten gelegt werden, dass von den dort mit L, iSf, N bezeichneten Mo- 
menten der Drehung die beiden ersten verschwinden. In diesem Falle 
liefern aber die Gleichungen (7.), (8.) und (9.) sogleich 

Ap = a,N; Bq==ß,N; Cr = y,m, 
also 

AY + BY + Cr' == «» = JV' 
und daher wird, vermöge (1.) in §. 203, 

/4 \ Ap . . Bq . Cr 

(4.) -f^=— smysm;^; -^=— cosqpsm^; — ==cosx. 

Aus den Gleichungen (2.) und (3.) kann man p' und r' durch 
g* ausdrücken und erhält 

C(A-Cy' = Am^n'-'B(A-B)q' 

A{A-C)p'=:n'^mC-B(B-qq\ 

Es muss also g* kleiner sein, als der kleinste der Brüche 

Am—n^ , n'--mC 

B{A^B) "° B{B-q' 

wenn r' und p* positive Grössen werden sollen. Unter der Annahme, dass 

A> B>C wenn m5 > n' 
oder auch 

A<B<C; wenn mB < n\ 

welche beiden Fälle nur voraussetzen, dass B das mittlere Trägheits- 
moment ist, wird 

Am — n' n^ — mC , 

B{A-B)^ B(B^C)^^' 

« 
Erreicht q den Grenzwerth 
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so verschwindet p, aber r kann niemals den Werth Null erreichen. 

Die Constanten m und n werden auf folgende Weise bestimmt: 
Bezeichnen x, y, z Coordinateh des Coordinatensystems, auf welches 
der Körper ursprünglich bezogen wurde, tfnd setzen wir in den 
Gleichungen (11.) des §. 202 

^y^.-''i>^' H4-4h'' ^•<«^-^)='. 

SO wird aus der Summe der Quadrate dieser Gleichungen 

D' + £' + F' = 4V + BV+ C^^' = w' 
gefunden. 

Da aber die Coordinalen jedes einzelnen Atoms des festen 
Atomensystems, aus welchen der Körper besteht, so wie die Geschwin- 
digkeiten, welche jedes erhalten hat, für einen bestimmten Zeitpunkt, 
z. B. für ^ = 0, bekannt sein müssen, so sind damit die Werthe von 
Z>, JB, F, also auch von w, gegeben. Wie diese Werthe ermittelt wer- 
den, wenn der Körper eine bekannte geometrische Gestalt besitzt, und 
durch einen Stoss in Bewegung gesetzt worden ist, muss in den Lehr- 
büchern über Mechanik nachgesehen werden. Um die Constante m 
zu bestimmen, entnehmen wir aus §. 204 die Gleichungen (1.) und 
(2.), welche jetzt, da keine äusseren Kräfte auf den Körper einwirken, in 

und 

übergehen. Da nun die Anfangsgeschwindigkeiten jedes einzelnen 
Punktes des Körpers bekannt sind, so ist C, oder die sogenannte 
lebendige Kraft, gegeben und damit' auch die Constante m bekannt, 
welche wohl kaum mit der unter dem Summenzeichen stehenden Grösse 
m verwechselt werden kann. 

§. 210. 
In §. 34 gelangten wir zu der wichtigen Formel: 

KXt,^ff{x,vy-^rg{v.vyg{x,vy-\-f{x\i^yh{^^^^^ = i, 

in welcher x und V behebige Argumente sind und v und / durch 
die Relation 
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mit einander zusammenhängen. Wir drückten dort diese Formel, 
welche uns bereits bei der Berechnung der Oberfläche eines Ellipsoids 
diente, kurz in folgender Weise aus: 

(1.) A'T+?'y+rv = i. 

Vergleicht man sie mit der Gleichung (3.), so sieht man sogleich, dass 

m 

diese Gleichung befriedigt wird, wenn man 

(2.) l?l = HX',^)fM=.^f. 

setzt. 

Führt man diese Werthe in die Gleichung (2.) ein, so muss 

(3.) ^^-T + 'C'-n*-'' 

sein, wenn der Kürze wegen m : n' durch fi ersetzt worden ist. Drückt 
man hier die Functionen gx und hx durch fx aus, so erhält man 

Ä +~C^ V A B+ C J''' -''• 

Da diese Gleidiung Hlr jeden Werth von x befriedigt werden 
muss, so ergeben sich folgende zwei Bedingungsgleichungen: 

(4.) Ä + »Ö:_^ = „ 

und 

(5-) -j T + ~c~-^ 

zur Bestimmung der Functionen f\ ^, h!. 

Entwickelt man f sowohl aus der ersten, als aus der zweiten 
und setzt dann beide Werthe einander gleich, so erhält man sehr 
leicht die Formeln: 

go ) ^_c iiB-\' "** 1 A-C (tB-V 
aus denen man durch die bekannten, in $.21 entwickelten Relationen 

«(o,v') = -T^ und A(oy) = *^ 
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sogleich auch noch die Formeln 

findet. Diese Formeln liefern also den Modal der eingeführten ellip- 
tischen Functionen 

Werden nun die für go und ho gefundenen Ausdrücke in (4.) 
eingesetzt, so erhält man auch die Werthe der Functionen f*y ^ W 
und fXi^ gUj hXi in folgender Gestalt: 

Al*,i')-C|/-p— ^-^^, ßt ^^--^.—^ 

(ct-)Li> n' RT/(M-l)(l-i«Q. Äii._ 5i/4-C /lA-l 

j/(A,»)_^|^^^_^^ (4-C) ' ^* AI nB-l 1-^C 

Für die weiteren Rechnungen können auch bisweilen die Formeln 

rio ^ fgC^'»»^) _ P9ßi,vy 

^ '^ ^(oyy ~ ifiio,vr . 

l'hjX'y) ^ id{o,vf 

benutzt werden, welche sich leicht aus den Gleichungen (7.), (8.), 
(9.) in §. 21 bilden lassen. 

Das Product der ersten beiden Gleichungen unter N. 2 liefert 
nach bekannten Formeln « 

AB ,.,. €fW dhx 

Das Dififererizial der dritten giebt 

Cdr j.,dhx, 

= f --— dx. 

n dx ' . 



428 Fünfter Abschnitt, 

Djvidin man diese Gleichung durch die vorhergehende und be- 
nutzt aus N. 1 

'^-iA-B)pq' 
SO gelangt ipan, wenn die Gleichung 

(M\ 9ii-'y)hß'y) _ ef(X>y) _ JAB i-juc 
^"•'' fa'y) ~ e(pyy ~ ' c" a-b 

t 

angewandt wird, zu der Formel 

oder auch, wenn man ^o* durch Qo' j-^ ersetzt, 

ho 



(12.) '^ = ^1' 35c — *' 

deren Integral 

(13.) X - ^y -j^ «-!,) 

« 

das Argument x als Function der Zeit t kennen lehrt, während man 
angenommen hat, dass a; für < = %^ verschwindet. 

Uebrigens kann die Gleichung (12.) auch durch eine der folgenden 

^Pßidx = ^^dt 
n ' AC 

(14.) /_1«^^ = £^,, 

n vgX% BC 

n AB 

ersetzt werden, wovon man sich bald überzeugen wird, wenn man 
die Formel (9.) benutzt. 

Eliminirt man ^ aus den ersten der beiden Gleichungen (3.) in 
S* 203, so erhält man 

psmg)4-9^cosy = sm^-j^, 

also wenn man diese Gleichung mit sin^ multiplicirt und die Formeln 
(4.) in §. 209 benutzt : 



X 
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« 

n n , "" V n* y dt 



Mit Rücksicht auf (2.) in %. 209 und §. 210 führt man diese 
Gleichung leicht in die folgende über: 

-j(^c-rA')=(i-rv)^, 

aus welcher man dann, wenn man (11.) benutzt, 

_ ndt do^^U dx 

findet. 

In §. 130 ist aber die erste der dort aufgeführten sechzehn Formeln 

Clo^gaha /* dx ,./» . ,1^(0— ^) 

fa J ga^-{-fa^hx^ ^ 0{a-\-x) 

Ersetzt man hier a durch At/so verwandelt sich dieses Integral, 
vermöge der Formeln (7.), (8.), (9.) in §. 21: 



m 



Integrirt man also (15.), so erhält man, wenn i/;^, die Integra- 
tionsconstante bezeichnet, 

oder wenn man die erste der Gleichungen (14.) anwendet: 

(16.) V' = i/'.-^C-i — -c-P+^'^e^^- 

Aus den Formeln (2.) und N. 4 in §. 209 ergeben sich die 
Winkel % und q> durch die Gleichungen: 

4 

(17.) cosz = Ycf-^^I^^^Hx,v)=nXW)h(x,y) 

(\fi\ tgm - J-^JjB -CmB-Dgjx^v) _ g(X',^)g(x,v) 
^ ' '*^'' ~ r 5 r (.4-0(^14-1) f(x,v) ~ h(k>y)f{x,v) 



A » 






■.'.'.1 



A 
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$.211. 



Durch die EntwickeluQgen in den beiden letzten Paragraphen 
sind wir bereits in den Stand gesetzt, die Winkel g^, x^ V^« ^^ ^^ 
Lage des rotirenden Körpers, Hir jeden Zeitpunkt bestimmen zu kön- 
nen, und die Rechnungen, welche zu diesem Zwecke ausgeführt wer- 
den müssen, sind folgende: 

Nachdem man die Trägheitsmomente Ä, Bj C des Körpers, 
so wie die lebendige Kraft m und das Drehungsmoment n in 
der unveränderlichen Ebene (plan invariable) berechnet hat, sucht 
man aus der ersten der Formeln (8.) in $.210 den Modul k der 
elliptischen Integrale und die Grösse q in den Thetafunctionen, welche 
Verhulst, nicht unpassend, als den Nomos dieser Functionen bezeich- 
net. Da dieser Nom bekannt ist, so erhält man auch durch die For- 
meln des $. 43 den complementären ^ und damit aus der zweiten 
der Formeln (9.) das Argument A', welches wieder dazu dienen kann, 
das Argument X nach den Vorschriften des %, bl zu berechnen. Die 
Gleichung (12.) liefert dann, das Argument x aus der Zeit f und die 
Grössen p, g, r werden aus (2.) ebenfalls als bekannte Functionen 
der Zeit dargestellt. Die Formeln (17.) und (18.) geben dann un- 
mittelbar X und q> als Functionen der Zeit t. Wie endlich aus der 
Formel (16.) der Winkel tp zu berechnen ist, kann unmittelbar aus 
den Vorschriften entnommen werden, welche wir in §. 192 ifür die 

Berechnung der Grössen P6(X und / ^^. i gegeben haben. Der 

Winkel ip, welcher den Durchschnitt OK der unveränderlichen Ebene 
(plan invariable) der xy mit der Ebene der ^ bestimmt, in welcher 
die Axen der Trägheitsmomente Ä und B liegen, kann ofiTenbar mit 
wachsender Zeit jede Grösse erreichen. Der Cosinus des Winkels %, 
den beide Ebenen mit einander bilden, schwankt nur zwischen den 
Grössen 

periodisch hin und her, denn die Function hx nimmt nur Werthe von 

y*^ bis j= 

an, und die vorigen Grössen ergeben sich durch diese aus N. 17, 
wenn man die zweite der Formeln (8.) in §. 210 benutzt. 






..-^1 
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Der Winkel q> kann, ebenso wie ^, jeden Werth annehmen und 

fx 

ist eben so wie x ^^^^ periodische Function der Zeit. Da h (x) 

und ^r- ihren Werth nicht ändern, so oft a; um tt zu- oder abnimmt, 
fx 



so ist nach N. 13 in $.210 die Periode dieser Schwankungen offenbar 



ABC 



(B-~C)(M-1) 

§. 212. 

Wenn nun auch bereits ein wichtiger Schritt zur Lösung unseres 
Problems gethan ist^ so sind wir doch noch weit davon entfernt, eine 
klare Einsicht in das Wesen einer solchen drehenden Bewegung eines 
festen Körpers zu besitzen. Diese Einsicht kann auch nur dadurch 
gewonnen werden, dass man die einzelnen Fälle genau discutirt, welche 
eintreten können, wenn die numerischen Werthe der Trägheitsmomente 
A^ J}, C und der Gonstanten m und n sich in bestimmten Grenzen 
bewegen, und das Moment m mit bestimmten Zeichen behaftet ist. 
Diese Untersuchungen, welche von Rueb begonnen und von Jacobi 
vollständig zu Ende geführt worden sind, und jetzt mehr einem Lehr- 
buche der Mechanik anheimfalten, als dieser Schrift, müssen a. a. 0. 
nachgelesen werden, lieber die Bedeutung der Grössen p^ 9, r wollen 
wir indessen hier das Wesentlichste in Erinnerung bringen. Sucht 
man nämlich im rotirenden Körper einen Punkt xyz, welche^ nach 
Verlauf der Zeit t in Ruhe ist, so müssen dessen Gomponenten der 

Geschwindigkeit -yr^-rrtT: für diesen Augenblick verschwinden. Setzt 

dt dt dt 

man also in den Formeln (9.) des §. 201 ir' = y^ = a' = 0, so er- 
hält man die Gleichungen 

(1.) «;i+/?'.'?+y;?=o 

Aus den Formeln (4.), (5.), (6.) des %, 202 verschafft man sich 
aber leicht das folgende Gleichungssystem: 

(2.) «>+/?;«+y;r=o 
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und die VergleichuDg desselben mit dem vorigen führt sogleich zu 
der Formel 

(3.) i=9=i. 

: p q r 

Alle Punkte des Körpers also, deren Coordinaten ^i]^ dieser 
Gleichung genügen, oder auf der geraden Linie liegen, welche durch 
diese Gleichung dargestellt* wird, in der ^tj^ die laufenden Coordina- 
ten bedeuten, sind zur Zeit t filr einen Augenblick in Ruhe. Diese 
gerade Linie heisst desswegen die augenblickliche Drehungsaxe 
des Körpers, und wenn man 

(4.) P'+q'+r'^w' 

bezeichnet, so sind die Cosinus der Winkel A, ^, v, welche sie mit 
den in dem Körper festen Axen der ^, ij, f bildet, 

.» P Q r 

(5.) i = ~; iM = -^; y = -, 

^ ' (O (O (O ' 

wenn, wie immer in der analytischen Geometrie, wo keine Verwechs- 
lung entstehen kann, die Zeichen cos weggelassen werden. 

Die Gleichung einer Ebene durch die augenblickliche Drehungsäxe 
und einen beliebigen andern Punkt §, 7]^ ^^ im Körper, der nicht in 
dieser Linie liegt, ist 

oder 

(6.) ^ ^ + rjv + ^io = 

wenn man die Bezeichnung aus N. 7 in $. 202 benutzt, und ^ 17 ^ 
mit §4 Jjj ^1 vertauscht. 

Aus N. 8 desselben Paragraphen erhält man aber sogleich 

(7.) U=^ß^+ßiy' + ß^^' 

Es sind also w, t?, w die Projectionen der Componenten a^, y', z' 
der Geschwindigkeit, welche der Punkt im Räume hat, auf die Axen 
der I, f], C i"^ Körper. Diese Geschwindigkeit s also selbst bildet mit 
beiden Axen Winkel, deren Cosinus 

u e w 

sind, denn aus (7.) ergiebt sich auch sogleich 



/ 
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Die erwähnten drei Quotienten sind aber auch zugleich die Co- 
sinus der Winkel, welche die Normale der £bene (6.) mit den Axen 
der ^, 7]^ ^ macht, daher steht die Richtung der Geschwindigkeit s 
senkrecht auf der Ebene (6.). Bezeichnet man aber mit q die Ent- 
fernung des Punktes §^ ly, ^^ von der DrehutigSaxe (3.), so ist, nach 
einer Formel der analytischen Geometrie, 

oder, wenn man (5.) benutzt, 

Daher wird 
(8.) -j = ^w ' 

gefunden, und es stellt also co die Geschwindigkeit dar, mit welcher 
sich ein Punkt, itt der Entfernung ^ 3= 1 von der augenblidklichen 
Drehungsaxe, um diese Axe zu drehen sucht, oder es ist oi die 
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Drehung und p, 
g, r können nach (4.) als die Projectionen derselben auf die Axen 
irgend eines der durch gelegten rechtwinkligen Coordinatensysteme 
betrachtet werden. 

Nennt man l\ ^i\ v\ 6ie Winkel, welcihe die augenblickliche 
Drehungsaxe mit den festen Axen der o?, y, a bildet, so ist z. B. 

A' = a^ + j^^ + J^- 
Führt man hier die Werthe für A, fi, v aus N. 5 ein, und be- 
rechnet auch die Werthe für /u' und 3^, so erhält man folgendes 
Gleichungssystem: 

!wl' =ap +i*3 +y^ 

Die rechten Seiten dieser Gleichungen stelle«, also die Projectio- 
nen der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit auf die festen Axen 
der x, y, z dar, oder wie man sich auch wohl kurz ausdrückt, die 
Geschwindigkeiten der Drehung um diese festen Axen. Wären die 
Grössen p, g, r Gonstante, dann würde die augenblickliche Drehungs- 
axe vermöge (3.) eine feste Lage im Körper behalten, aber auch zu- 
gleich im Räume eine feste Stellung einnehmen, da die Ableitungen 
der Gleichungen (9.) nach der Zeit t genommen, sich auf die Gleidiun- 

S c h e 1 1 b a ch , elliptische Integrale. 28 
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gen (2.) reduciren, also verschwinden müssen, woraus die Unabhän- 
gigkeit der Drehungsgeschwindigkeil um die festen Axen von der Zeit 
t und die Festigkeit der Drehungsaxe im Räume erhellt 

8. 213. 

Es ist Jacobi gelungen, auch die Cosinus der neun Winkel, welche 
die beweghchen Axen mit den drei festen Axen bilden, von denen 
eine auf der unveränderlichen Ebene senkrecht steht, durch die 
Thetafunctionen als periodische Functionen der Zeit darzustellen. Zu 
diesem wichtigen Resultate führen uns am schnellsten die bereits in 
8. 29 unter (5'.), (1'.), (8'.) und in 8- 68 unter (10.), (7.), (11.) ent- 
wickelten Gleichungen: 

(1.) hdx^xey(iy=eofiai[d(x + y)(l{x-y) + €i(x+y)e(x-y)\ 
\2exeix€lyiiy = 6oeio{€i(x + y)(iix-y)'-ei(x + y)^{x--y)\ 
'if(odxeiye(x + y)^eio6ixeiy6lix + y)+0oeixdy€t(x + y) 
(2.) ]etoe[xeiy6{x + y)=^6io0xfty6l{x + y)'-0o^etyfi(x+y) 
\eio6ix0y0(x + y) = eio€ix6iy€i{x-\-y) + 0o0x(iy6i{x + y). 

Ersetzt man in diesen Gleichungen y durch Xt und zerlegt die 
Functionen 0(x + Xi), 6i{x-\-M), 6l(x-\-li) in ihren reellen und ima- 
ginären Theil, so dass 

(3.) 0(x+Xi) = a+ib; €i(x + U) = a^+i\; 6t{x+li) = a^ + ib^ 
gesetzt werden könnte, also z. B, 
a = i{0{x + Xi)+0(x-li)\ und 6 = ^»{^(ir + Ai) — ö(a;-it)} 

sein müsste, so zerfallen diese sechs Formeln in neun andere. Eine 
solche Zerlegung, welche hier aber nicht wirklich vorgenommen zu 
werden braucht, hat übrigens mit Hülfe der Formeln (3.) .bis (6.) in 
§.16 keine Schwierigkeit, wenn man die bekannten Exponentialfunc- 
tionen für sinAi und cosAi benutzt. Setzt man ausserdem noch, ähu- 
Uch wie auch in «. 192 verfahren wurde, 

2 cos2 Ai = a^^ + ^""^^ = y» 
so erhält man z. B. 
Ö(a? + Ai) = 1 — gycos2a? + g*(y'* — 2)cos4a? — g®(y^ — 3y)cos6ip-| 

+ i iy^- — 4 (^sin2aj — q'^y sin4jr ■\-q^(y^—\)%m&x ) 

und ähnliche Ausdrücke, welche für die numerische Berechnung die 
bequemsten sind, ergeben sich auch für die übrigen Functionen. 
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Die Formeln, welche wir durch die angegebene Zerlegung (3.) 
erhalten, sind nun aus N. 1 die folgenden: 

dx€(x (^Xi ßili = 6(0 (Jo (aa, + b\) 
dxfixdXi^Xi = do(io(aa^ + b\) 
6x 6^x 6(ki C^Xi = ido Qo (fr, a^ — a^ 6,). 

Aus N. 2 erhält man, wenn die reellen und imaginären Theile 
gehörig verghchen werden, 

aQo dx Qit = ttj Qo Q,x ^U -j- a, 6o Gix OXi 

bfio dx QAt = 6, e^o e^x e^Xi + fe, do ^a? eil 

afio€(x6iXi=za^eiodx€iXi'-b^ido(ix6(li 
b^oeixfiXi = b^6iodx^Xi~{-a^ieof(x6(li 
afio^x eXi = 6, ie^oe^xe}.i + a^ do dx QA» 

be^o eipo exi = — a^ le^oe^x^Xt + 6, öo dx qa«. 

Setzt man aber in diesen neun Formeln 

aQo = öa? fl,X%A ; a, Qo = öic§Atv4j ; a^do = öa: Qiliil, ; ^ 
6^0 = öa; Q«B; 6, (Jo = öa; QAiJS, ; i^öo = dx ((XiB^ ; 

und dividirt alle durch dx'^tlXi^, so erhält man, wenn noch 

tqXt gXt * gX%" • 

angenommen werden, 

C =B,A^—A^B^ 
Ä =C;4 + Q4^; J? = C,5,+CjÄ, 
.4C^ = Aj+CB,; BC^ = B,-CA^ 
AC, = -JJjC+4; jBC, =^^C+B.. 

Diese Formeln haben nun schon mit denen unter (5.), (6.), (7.) 
in §. 201 aufgeführten, durch welche der Zusammenhang der neun 
Cosinus der Winkel ausgedrückt wird, welche die Axen zweier recht- 
winkligen Coordinatensysteme mit einander bilden, grosse Aehnlichkeit 
und sie gehen in diese Formeln wirklich über, wenn wir 

Ay B^ C'y -Aj , ö^ , Cj ; A^, B^y C^ 

durch 
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ersetzen. 

Wenn also ein sphärisches Dreieck XTZ mit drei rechten Win- 
keln auf der Oberfläche einer Kugel in eine andere Lage X*Y*V ge- 
bracht wird, so das5 die Bogen 

ZX= r. Z'Z = y,, Z'Z = y, 

sind, so drücken die Formeln 

"--^'>— — idiWi ' '~^ Wx^ir^ 

Ö(£+AO-ö(^-ii). _ dix + li) + 6(x- lt) ' 

gx . hli. ßi , 

die Cosinus dieser neun Bogen durch die beiden Argumente ^ und A 
und den Nomos q der Thetafunctionen aus. 



(1.) JL(^^-i?^^-e 

^ ' l'ni\ A c J~ 



%. 214. 

Bezeichnen wir 

n_fVeili VdXi- 
VfXi 

und 

SO wird der Winkel i/; nach N. 16 in S* 210 durch die Gleichung 

ausgedrückt: 

(3.) . 1^ = t^^ — Qi+a. 

Ans (2.) folgt aber 
also 
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nach den Formeln des vorigen Paragraphen. Die so eben für die 
neun Cosinus gefundenen Formeln geben nun, wenn man unter o?, X 
und V die vorher für diese Grössen gefundenen Werthe versteht, un- 
mittelbar die Winkel y, x ^^^ a, wie man durch Vergleichung der- 
selben mit (4.) und N. 2 in §. 210 sogleich ersieht. Den Bogen tfj^ 
welchen die Knotenlinie OK ^uf der unveränderlichen Ebene durch- 
läuft, findet man dann durch die Gleichung (3.) auf die Weise, dass 
man eine zweite Linie mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit 
auf dieser Ebene sich um drehen lässt, deren Sinn durch das Zeichen 
von bestimmt ist, während die Linie OK selbst um diese Linie 
periodisch hin und her schwankt, in einer W«ile, welche von der 
Grösse von a abhängt 

%. 215. 

Es lassen sich jetzt auch die Geschwindigkeiten der Drehungen 
um die festen Axen der a?, y, » durch Thetafunctionen ausdrücken. 
In §. 212 ergaben sich unter N. 9 für diese Grössen die Gleichungen 

(1.) o)fi' = ctiP + ß,q + ytr 

Nach $. 209 ist aber 

_Ap _Bq Cr 

also wird die Geschwindigkeit der Drehung um die Axe der z 

Um einen Ausdruck für die beiden anderen Geschwindigkeiten zu 
erhallen, multipliciren wir die erste der Gleichungen (1.) mit i und 
addiren sie zu der zweiten, dann wird 

£s ist aber nach §.213 

m(x+i i). eo^ix-^ki) _ fiod{x+i t) 



und 
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FObrt man diese Weiihe in die vorletzte Gleichung ein, so er^ 
hält man 

— Ö«*Qit'w(/«'+ Vi) 

Vertauscht man in der zweiten Formel N. 2 f. 213 x mit li und 
y mit Xy so geht sie über in 

= (Joöii(?x(?(x + if) ^ 00^X1 ßx^tlx+ii) — (Jo^Üftrö(a: + i»). 

Dividirt man diese Gleichung durch C und addirt den Quotienten 
zum vorigen, so wird 

^dx'(tli'(o(fi'+X'i)=eioeiißx€i(x+li)(^^ 

^0o^Xietx^(x+xi)(^ - ^y 

Benutzt man hier die erste und zweite Formel aus N. 14 in {• 210: 

J 1 Wo^gXihXi dx^ 1 1 Jtjo^g Xidx 

C A^ nßi dt' C B'^ nßihXi dt ' 

so findet man 

Aus N. 18 in S. 6S entnimmt man aber leicht die Formel 
0oeiXietyei(x + Xi)'-eiodX%6tx6l{x + Xi) = (to€iXiexei{x+Xi). 
Daher wird endlich, wenn man N. 1 in §.31 

anwendet^ 

Vertauscht man hier i mit — i, so erhält man 

Also sind die gesuchten drei Geschwindigkeiten der Drehung um 
die Axen der x^y^z 



/ 

Drehung eines festen Körpers um einen festen Punkt. 439 



(5.) 



/ m 

fy)V= -— 



n 

§.216. 

Die Ausdrücke dieser Geschwindigkeiten und der neun Cosinus, 
welche in§. 213 gefunden wurden, lassen sich mit Hülfe der Formeln 
des §. 72 fast unmittelbar in^ Reihen auflösen. Wir wollen von die- 
sen Reihen, welche Jacobi in der angeführten Abhandlung fast sämmt- 
lieh entwickelt, nur einige beispielsweise hier angeben, weil die übri- 
gen sich sehr leicht nach ihnen bilden lassen. 

Vertauscht man in N. 3 §. 72 das x mit Xi und y mit a?, so er- 
hält man 



^r^ ^ßi+^) ^ -« « 



,28xi 



z 



Oxf^li . 'T-»eos(i+«v)i' 

also, wenn man o; mit — d? vertauscht und die halbe Summe beider 
Gleichungen nimmt, so wird 

ß!o rivr . ^.\ . Ä/ i-w ^ cos2«a? 

Es ist aber 
2cos(A+Äv)t = c~^-«»'-f e*+*'' = e-^ if-\-e^q-^ = er^q-^{(^^-\-(^% 
also findet man für die Drehungsgeschwindigkeit um die Axe der y 
... j ci 2^^ V.* g*cos2*ir 

WO für -=7 sein Werth aus N. 12 in §.210 einzusetzen ist. 
at 

Zieht man in dieser Reihe zwei entsprechende Glieder zusammen 

und setzt 

I — = a, also e^^ = e*'** = ö~°, 

I ^ 

I . so ergiebt sich sehr leicht, wenn man das Glied absondert, welches 

dem Werthe « = entspricht, 

Nimmt man aber statt der halben Summe der vorher gebildeten 
Gleichungen ihre halbe Differenz, so erhält man für die Drehungs- 
geschwindigkeit um die Axe. der x die Reihe 
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oder 

(4.) , c^' = 2 (g » - g^ ) ^ ^^ (iW^«xi+g^-) • 

Die Reihen für die Cosinus o^, ß\, y^ sind die bekannten, in 
$. 73 bis S. 75 aufgestellten. Die Reihen fUr die Cosinus der übrigen 
sechs noch fehlenden Winkel erhält man aus den Formeln (1.), (2.)^ 
(4.) in $. 1% wenn man wieder y mit x und x mit Xx vertauscht. 
Die N. 1 geht z. B. auf diese Weise über in 

^^*^* M^i ""^-.oosin(i+(«--J)i^)i' 

Setzt man hier — x statt x und bildet die halbe Summe beider 
Gleichungen, so wird 



oder auch, weil ^(— a;) = — (^JC ist, 

g— i 

Wenn man hier wieder die Glieder zusammennimmt, welche die 
Cosinus der Gleich-Vielfachen von x enthalten, so gelangt man endlich 
zu der Gleichung 

(^\ ^ - o(r'^-g"'^) ^<^ (Z^(l+9^^-'^)cos(2g-l> 

wo für gXi sein Werth aus N. 9 in §. 210 einzusetzen ist. Die halbe 
Differenz der erwähnten Gleichungen liefert ebenso den Werth von a. 
Die Reihen für die Cosinus der noch übrigen vier Winkel werden 
ganz auf dieselbe Weise gebildet und sind ganz ähnlich gestaltet wie 
die letzte. 
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